
Khâgne B/L DM01 - pour le 17/09/12

On pose pour n ∈ N∗ et x > 0, fn(x) =
1

n
− 1

n + x
.

1. (a) Montrer que, pour tout réel positif x, la série de terme
général fn(x) est convergente. On note F (x) sa somme.

(b) Calculer F (0) et F (1).

(c) Montrer que, pour tout réel positif x, la série de terme
général f ′n(x) est convergente. On note G(x) sa somme.

2. (a) Soit n ∈ N∗. Montrer que pour tous réels a et b appar-

tenant à [n,+∞[, on a :

∣∣∣∣1a − 1

b
+

(a− b)

b2

∣∣∣∣ 6 (a− b)2

n3
.

(b) En déduire, pour x > 0 et pour tout h 6= 0 tel que
x + h > 0, la nature de la série de terme général

|fn(x + h)− fn(x)− hf ′n(x)|

(c) Montrer qu’il existe un réel K tel que, pour x > 0 et
h 6= 0 tel que x + h > 0,∣∣∣∣F (x + h)− F (x)

h
−G(x)

∣∣∣∣ 6 K |h|

(d) En déduire que F est dérivable sur [0,+∞[, et F ′ = G.

3. Soit x > 0.

(a) Montrer que pour tout k ∈ N∗,

fk+1(x) 6
∫ k+1

k

(
1

t
− 1

t + x

)
dt 6 fk(x)

(b) En déduire que pour n > 2,∫ n+1

1

(
1

t
− 1

t + x

)
dt 6

n∑
k=1

fk(x) 6
x

x + 1
+

∫ n

1

(
1

t
− 1

t + x

)
dt

(c) En déduire que ln(1 + x) 6 F (x) 6
x

x + 1
+ ln(1 + x).

(d) Donner alors un équivalent de F (x) lorsque x→ +∞.
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