
Khâgne B/L DM20 - pour le 03/04/13

Exercice : comparaisons sommes-intégrales

1. (a) Montrer que ∀k ∈ N∗ :
1

k + 1
6 ln(k + 1)− ln(k) 6

1

k
.

(b) Montrer que pour tout n > 1, on a :

ln(n) +
1

n
6

n∑
k=1

1

k
6 ln(n) + 1

(c) En déduire un équivalent de
n∑
k=1

1

k
quand n→ +∞.

2. Soit α un réel strictement supérieur à 1.

(a) Montrer que pour tout k ∈ N, k > 2, on a :∫ k+1

k

1

tα
dt 6

1

kα
6
∫ k

k−1

1

tα
dt

(b) En déduire que
+∞∑

k=n+1

1

kα
∼

n→+∞

1

α− 1
× 1

nα−1
.

3. Soit f continue, positive et décroissante sur [1,+∞[.

(a) Montrer que ∀k ∈ N∗, f(k + 1) 6
∫ k+1

k
f(t)dt 6 f(k).

(b) En déduire que
∑
k>1

f(k) converge ⇐⇒
∫ +∞

1
f(t)dt converge.

En cas de convergence, montrer qu’on a :∫ +∞

2
f(t)dt 6

+∞∑
n=2

f(n) 6
∫ +∞

1
f(t)dt

4. (Indépendante des précédentes).

Calculer lim
n→+∞

n∑
k=1

(
1− k

n

)α
où α > 0 fixé.
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