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Exercice 1

Soit R, [ X]’espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 27, ot 1 estun
entier naturel non nul. On définit sur R ,,[ X | 'application f* qui a tout polynéme P de R, [X] associe
f(P)=(X?-1)P' — 2n XP,ou P' désigne la dérivée de P.

1. Montrer que I'application f* ainsi définie est un endomorphisme sur R, [ X].

2. Deéterminer ses valeurs propres et vecteurs propres. On pourra montrer dans un premier temps que si
P est un vecteur propre pour la valeur propre A, alors

P'_n+2i n-j

P X-1 X+l

Exercice 2

On considére une variable aléatoire X' qui suit une loi normale d’espérance m et d’écart type o . On rappelle
que la densité d'une loi normale de paramétres m et O est:
(x=m)’ J

1
fm,-:r(x) o O"\/E exp[—- 20_2

On définit alors la variable Y par :
Y =¢e*
et la variable Z par :
L=2z,+Y
ol Z, estun nombre réel.

1. Déterminer la fonction de répartition G de ¥ en fonction de celle de X, notée @ .
En déduire la densit¢ g de Y. Ondit que ¥ suit une loi log-normale.

2
3. Calculer/I’espérance et la variance de Y notées respectivement £Y et VY .
4. Calculer I’espérance et la variance de Z notées respectivement EZ et VZ .

P4
o

J:
V4
Exercice 3
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Dans 'espace M ,(R ) des matrices carrées d’ordre 3 4 coefficients réels, on définit la matrice 7 :

2cos’t 1 1+cos4t
I'= 0 1 0

-— 0 2sin’t
2

ol / est un parametre réel quelcongque.
1. Déterminer les valeurs propres de I et les sous-espaces propres associés.
2. Lamatrice I est-elle diagonalisable ?



Probleme

Dans tout le probléme, on note C° ([0, l]) I’ensemble des applications continues de [0,1] dans le corps des
réelsR .

Premiére partie

On définit sur C 0([0, l]) xC o([O, 1]) ’application D par:
V(f,8)eC°([0,1)xC°([0,1]), D(f,g) = Supy,,,|f (x) - g(¥)|.

1 - Justifier I’existence de D .

2-Pour (f,g)€ CO([O,I])XCO([O,l]), que signifie D(f,g) =0 ?

3 — Montrer que D est symétrique, c’est-a-dire que :

v(f,g) e C°(0,1)xC*([0,1],D(f,g) = D(g, /)

4 — Montrer que D vérifie ’inégalité triangulaire :
vf,g,heC°([0,1]),D(f,8) < D(f,h)+ D(h,g)

On a ainsi défini une distance sur I’ensemble des fonctions continues sur [0,1].
5 — On définit les fonctions f et g suivantes, pour x € [0,1]: f(x) = x* et g(x) = x. Calculer
D(f,g) . Tracer les graphes de [ et g et représenter graphiquement D(f,g) .

Dewociérme partie
1 — Montrer que :
vf,g €C°([0,1]), | [r@ar- £g(t)dt. <D(f.g).

o2
2 — On définit sur [0,1] la suite de fonctions de C° ([O,l]) par f,(x) = sin(n”x)

, oll 7 est un entier naturel
;. 9 . . (] R
nonnul. ® désignant I’application nulle, et ", la dérivée de f, , montrer que :

Vn21L,D(f,0) =~ et D(f'. @) =n.
n

Troisié .

L’objet de cette-partie-est-d’étudier une suite de-polyndmes- P, -et-saconvergence vers.une application f de
C 0([0,1]) , la convergence étant définie par : lim D(f,P,) =0
n—=>+w0

1 -Onnote par f I’application de C 0([0, 1]) définie par :

2
f(x)—m

Pour 7 entier naturel, on définit le polynéme P, élément de C O([0,1]) par :

P(x)= i(—l)k(%j , pour tout x de [0,1] .

Tournez la page S.V.P.



. 1
Etablir DP,f)=——70m.
aue D(F,,f) =5

2 —On prend pour f la restriction & [O,l] de la fonction exponentielle, et on définit pour tout entier naturel 1,
la suite de polynémes P, de C 0([0,1]) par :
: k

P(x)= i—);—c‘— , pour tout X de [O,l]
k=0 K:

avec la convention O!=1.
t n
™me(x—t
a) Démontrer que € — P,(x) = J(n,x) ou J(n,x) = fi:——(———‘——l—}t .
n:

e
(n+1)!

) A partir de quel rang la distance est inférieure 3 107 ?
3 — Dans cette question, on prend pour f la restriction de la fonction sinus a [0,1].

b) En déduire que D(P,, f) <

La suite P, de polynémes de C° ([O, 1]) est définie par récurrence de la fagon suivante,
Pour tout x de [O,l] :
B(x)=x

_ap(E) o2\
RJ@AWt)4P&H

a) Donner les formes explicites des polynémes P, (x) et B(x).
b) On définit I’application 7" sur [— 1,1] par: Vx € [-1,1],T(x) = 3x —4x’.
Etudier les variations de T . Montrer que pour tous #,V € [-—1,1] , IT(u) - T(v)l < 9'11 - vl .
c) Etablir la formule : sin(3a) = 3sin(a) — 4sin’(a).
3

: X
d) Montrer que ’on a, pour tout X € [0,1], O0<x-sinx< —6—

e) Démontrer que pour tout # entier naturel non nul, on a :
vxe[0,1], P (x)e[-1,1]
et,
' 3

P (x)=-sin xf < ;‘

P

FIN DE L’EPREUVE



Sujet externe mathématiques:

- Dans I’énoncé de la question 2) de I’exercice 1, il fant lire :
A
, om+= n==
P X-1 X+1

- Dans ’énoncé du probléme, & la question 2 de la deuxiéme partie, il faut lire :

Vn>laulieudeVnz1



