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OPTIONS 

Selon le programme auquel le candidat est inscrit, il traitera l'un des sep 

* 

* 

1. MATHEMATIQUES (Programme ENS BL)  

2. GEOGRAPHIE (Programme ENS An) 

sujets suivants: 

* 3. GEOGRAPHIE (Programme FONTENAY-St-CLOUD) 

* LANGUES (Programmes ENS An et ENS FONTENAY-St-CLOUD) 
4 - ALLEMAND 
5 - ESPAGNOL 
6 - GREC ANCIEN 
7 - LATIN 

N.B.: Il est demandé au candidat, en tête du devoir: 
- de préciser le programme auquel il est inscrit 
- s'il choisit l'épreuve de géographie, de recopier le sujet. 
- s'il choisit une épreuve de troisième langue, de mentionner la langue choisie. 
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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision 
des raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies. 
Les candidats sont invités à encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs 
calculs. 
Ils ne doivent faire usage d'aucun document ; l'utilisation de toute calculatrice et de tout 
matériel électronique est interdite. 
Seule l'utilisation d'une règle graduée est autorisée. 

Ce problème Ctudie deux suites de variables aléatoires discrètes. Il se compose de quatre parties. 
Si le candidat ne parvient pas A établir un résultat demandé. il l'indiquera clairement, et il pourra pour la suite 
adniettre ce rcsultat. 

Dans tout le problème, n désigne un entier naturel non nul. 

On considère une urne Un contenant n boules nuniérotees de 1 6 n. 
On tire une boule au hasard dans 11, . On note k le numéro de cette boule. 
Si k est égal A 1, on arrête les tirages. 
Si k est supérieur ou égal li 2. on enlcve de l'urne f i ,  les boules nuinerotées de k A n (il reste donc les boules 
numérotées de 1 A k-1). et on effectue a nouveau un tirage dans l'urne. 
On répète ces tirages jusqu'i l'obtention de la boule nu~nero 1. 
On note X, la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour l'obtention de la boule numéro 1. 
On note Y, la variable aléatoire égale a la somme des numéros des boules tirées. 
On note E ( X , )  et ?l(kY,,) (respectivemcnt E(Y,) et C'(Y,,)) l'espérance et la variance deAYn (respectivement 
Y,). 



Partie 1. 

" 1  1 1 

k 2 n 
1.Onpose: h, =c-= 1+-+ +...+-. 

k= 1 
1 1 
- I In(k + 1) - lnk < - 
k + l  k 

a. Montrer, pour tout entier naturcl k non nul les inégalitcs : 

où I n  désigne le logaritluiie népérien. 
b. En déduire les inégalités : 
c. Déterminer un équivalent simple de h, quand n tend vcrs I'iifiiii, 

In(n + 1) 2 h, < l + l n n  

" 1  1 I 

/i2 4 n 
2 .  on pose : k ,  = C-= l+-+ ...+-. 2 

k = l  
1 1 1  

a. Montrer, pour tout enticr k supéricur ~ L I  égal A 2. I'indgalitc : - <--- 
k2 - k - l  k 

b. En déduire la majoration : 
c. Déterminer un Cquivalcrit simple de h, - k, quand n lcnd vcrs I'inlini. 

k ,  < 2 .  

Partie 2 : Etude de la variable albatoire X,, . 
On note In la variable aléatoire égale au numéro dc la première boulc tirce dans l'urne ri,,. 

1.a. Quelle est la loi dc In '? 
b. Quelle est la loi conditionnelle de S, sachant In= 1 '? 
c. Si n est supérieur ou égal A 2, inontrcr : Vj  E M* Vk E :2,.  . . , n ]  P ( X ,  = j 1 In = k )  = P(S,-, = j - 1) 

2.a. Quelle est la loi de SI '? 
b. Quel est I'cvénement (A', = 1) '? Donner la loi dcS,  . son espérance et sa variance. 
c. Déterminer la loi de A',, son espérance et sa variance. 

3.a. Montrer que S, prend scs valcurs dans [ 1. 2. .... n ) .  
b. Déterminer P( -Y, = 1) et P( A', = w ) .  

c. Si n est supérieur ou égal A 2, montrer : 

d. Si n est supérieur ou égal A 3 e t j  supéricur ou égal A 2. calculcr : n P ( S ,  = j )  - ( n  - l)P(Xn-l = j )  . 

n-1 

~ j ' j 2 2  P ( S ,  =~)=--CP(S ,  = j -1)  
k=] 

En déduire, si n est un entier supérieur ou égal à 2 : 

1 

n 
4.a. Sin est supérieur ou égal à 2, montrer, en utilisant 3.d : E ( X n )  = E(S,-l)+-. 

b. En déduire E ( X , )  et donner un équivalent simple de E ( X , )  quand n tend vers l'infini. 

2 5.a. Si n est supérieur ou égal à 2, calculer E ( S :  ) en fonction de E(X,-, ) et de I!?(X,,-~ ). 
b. En déduire : L'(A',) = h, - k, (en reprenant Ics notations introduitcs en Partie 1). 
c. Donner un équivalent dc V(X, )quand n tend vcrs l'iifini. 
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6 .  Soit ( q  )r21une suite de variables aléatoires indépendantes telle que. pour tout i entier naturel non nul. T, suit 

la loi dc Bernoulli de paramctre -. On pose : S ,  = 
1 

i 

n 

7; = 7; +. . .+Tn. 
r= l  

a. Vérifier que S,ct TI ont niCine loi. 
b. Si n est supéricur ou Cgal B 2, niontrcr pour toutj entier naturel non nul : 

En déduire que S, et S',ont m&mc loi. 
c. Retrouver ainsi E(  -Yn ) el L'(,Yn ) . 

n 

7. On définit le polyn6nic fJn par la relation : VXEIR P # ) = Z x k P ( X n  = k )  
h-= 1 

a. Déterinilier P, et P,. 
( n - l + x )  

n 
b. Si n est supérieur ou égal a 2, A l'aide du 3.d.. montrer. pour tout x de IR : Pn (x) = pn-l (x) ' 

c. En déduire P,. 
d. Déterininer P (  .Yn = 11 - 1). 
e. Calculer Pn'(l) et retrouver E ( S , ) .  

Partie 3 : Etude de la variable aléatoireY,. 

1. Donlier la loi de Y, 

2.21. Quelles sont les valeurs prises par Y, '? 
b. Déterminer la loi de Y . .  

3.a. Si n est supérieur ou égal ii 2, montrer. pour tout cntierj non nul et tout entier k supérieur ou égal A 2 : 
P(Yn = j l f ,  = k )  = P(Ykik-l = j - k ) .  

b. Si n est supérieur ou égal ii 2. en déduire. pour tout cnlier j supérieur ou Cgill il 1 : 
n - 1  1 

n ri 
P(Yn = j )  = - fJ(Yn-, = j)+-P(YnpI = J - n ) .  

c. Si n est supérieur ou égal A 2. montrer: E ( Y n )  = E(Yr,-l )+ 1. Que ViiuI E ( Y n )  pour tout enticr n non nul '? 

Partie 4. 
On considbre l'urne [J,  contenant n boules nuniérotées entre 1 et n. A partir de l'urne [J,,. on effectue la suite de 
tirages décrite dans l'en-téte du problèmc. Pour I entier de [ 1 ,..., n ] .  on définit Z,(")lii vi1ri:ible aléatoire égale 
li 1 si, au cours de l'un quelconque des tirages. on a obtenu la boulc numéro i. égale i O sinon. 

1 ,  Quelle cst lii loi de ZF)  O? Que dirc de la variilble Z,(.) '? 

2.21. Si II est supérieur ou égal ii 2 et i un enticr de { 1 . ..., I I - I ; ,  niontrcr lil relation : 

b. Montrer par récurrence que, pour tout n de M* et pour tout i de [ 1 . ..., n ] ,  Z,(.) suit li1 loi de Bernoulli de 
paramètre l / i .  

n 

3. Que vaut c Z , ( " )  '?Retrouver ainsi E ( S , ) .  
r=l 

4. Retrouver E( Y,, ). 
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