J. 6669
INSTITUT NATIONAL DE LA STATISTIQUE ET DES ETUDES ECONOMIQUES

CONCOURS EXTERNE POUR LE RECRUTEMENT D’ELEVES ADMINISTRATEURS
. et '
CONCOURS D’ENTREE A EECOIjE NATIONALE DE LA STATISTIQUE
ET DE DADMINISTRATION ECONOMIQUE (Option Economie)

Mai 1999 EPREUVE DE MATHEMATIQUES

-

La clarté et la rigueur des raisonnements, ainsi que la qualité de la rédaction (présentation, lisibilité,
orthographe) seront des éléments importants d’appréciation des copies.

Il est notamment demandé aux candidats les résultats obtenus et de faire apparaitre clairement
les théoremes utilisés et les points clés de leurs réponses.

En particulier pour les questions dont I'énoncé fournit la réponse, le détail des calculs ou des justifications
doit figurer explicitement sur la copie.

AVERTISSEMENT : 11 est rappelé a tous les candidats que le programme officiel de Iépreuve est le
programme de Mathématiques des classes préparatoires au concours d’admission du groupe Sciences
sociales (B/L) de la section des lettres de I’Ecole normale supérieure, dites “Khagnes S”.

Toute résolution faisant appel & des résultats ne figurant pas explicitement a2 ce programme sera
rejetée.

La durée de I’épreuve est de 4 heures. Le candidat devra traiter les deux problemes, qui sont indépendants.

| PROBLEME - [/

Notation :

e Pour deux entiers naturels p et ¢ > p, on note [p,q] = [p,q] NN, c’est-a-dire I'ensemble des
entiers naturels compris, au sens large, entre p et q.

1° a) Pour tout entier k € N*, établir la formule :

k
> oci=2. (1)
J=0 '
2N+1 )
En déduire la valeur, pour N € N, de Z Clns -
’ ' j=N+1 -

b) Pour tous n € N, n > 2, et r € N, montrer que

Y Crtyi=Cpar - 2

j=0
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2° a) Soit n et p deux entiers vérifiant : 1 < p < n. Rappeler la valeur du cardinal de I'ensemble
E des suites strictement croissantes & p éléments dans Pensemble I = [1,n] :

E={(q17q2’-‘-aQP)/1<q1<q2<"'<qp<n}-

Soit r € [0,p — 1] et k € [0,n — 1]. Déterminer le cardinal du sous-ensemble Fj de E
constitué des suites strictement croissantes (g, g, -..,gp) pour lesquelles gy =k +1.

En déduire la formule :
n—-p+r

CE= > CiChiT). (3)

k=r

b) Déduire de ce qui précéde la formule sommatoire suivante, pour tout N € N* :

N
Sy=) Ch2-=2" 4)

k=0 T

¢) Retrouver la relation (4) ci-dessus a I'aide d’un raisonnement par récurrence.

3° Un amateur de bonbons, de peur de se retrouver démuni, se promene toujours avec deux boites
de cachous, une dans chaque poche de sa veste. Initialement chaque boite, neuve, contient le
méme nombre N (N € N*) de cachous. Chaque fois qu’il a envie d’un bonbon, I'individu choisit
une boite au hasard (les choix étant indépendants) et en tire un bonbon.
On note Xy la variable aléatoire du nombre de bonbons restant dans l'autre boite lorsqu’il se
rend compte que l'une des boites est vide (on prendra garde que ceci ne se produit pas lorsqu’il
tire le dernier bonbon, mais a la tentative suivante). a &

a) Déterminer la loi de la variable aléatoire Xy.
Vérifier qu’on a bien une loi de probabilité.

b) Etablir la relation, pour tout k € [0, N —~1] :
2N -k)P(Xy=k)= 2N+ 1)P(Xy=k+1) - (k+1)P(Xy=k+1). (5

E(Xy)= (2N +1)P(Xy=0)-1. (6)

En déduire que

En admettant que

nl o~ m(g) @)

nN~—+oc

|N
E(XN)N:WZ ;—

c) On appelle Yy la variable aléatoire du nombre de bonbons restant dans I'autre boite lorsqu’une
premiére boite est vidée (et non lorsqu’on découvre qu’elle est vide).
Déterminer la loi de Yy.

montrer que

d) En déduire la probabilité py que la premiére boite a étre vidée n)zs/t pas la premiere a étre

trouvée vide. Lm',‘*
Montrer que . ne
Con-
Dnv = 22211\'1 N (8)
puis, & Paide de I’équivalent (7), que
1
PN e owNn
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| PROBLEME - II|

Partie A

On considere E = Rs[X], espace vectoriel des polynomes de—degré inférieur ou égal 2 5. On note
E, 'ensemble des polyndmes impairs de E et E, ’ensemble des polyndmes pairs de E. On désigne
par e (0 < k < 5) les éléments de la base canonique de E de sorte que ex(X) = X k. On nommera
pareillement “base canonique” de E, (resp. de E,) la base {e,es,es} (resp. {eo, €z, €4}) de Ey
(resp. E).

10

20

30

4°

Justifier que E, et E, sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de E, c’est-a-dire

E =

a)

b)
c)
d)

b)

c)
d)

E, 8 FE,.

Montrer que Papplication ¢ qui 2 tout polyndme P € E, associe le polyndme o(P) défini
par
o(PY(X)=(X*+1)P"(X) - X P'(X) (1)

définit un endomorphisme de E,.

Donner la matrice de o dans la base canonique {e, ez,e4} de E,.

Déterminer le noyau de o, ainsi que ses valeurs propres et ses vecteurs propres.

o est-il diagonalisable ?

Montrer que I’application s qui & tout polyndme P € E;asgsocie le polynéme s(P) défini par
s(P)(X)=(X*-1)P"(X) + X P'(X) (2)

définit un endomorphisme de E,.

Donner la matrice de s dans la base canonique {eo, ez, €4} de E,.

Déterminer le noyau de s, ainsi que ses valeurs propres et ses vecteurs propres.

s est-il diagonalisable ?

On considére I'application qui 4 tout polynéme P € E associe le polynéme 2X P(X) - P'(X).

a)

b)

¢)

Montrer que la restriction f de cette application au sous-espace E, définit une application
linéaire de E, dans E;.

Déterminer la matrice de cette application dans les bases canoniques respectives de E, et
E,.

Montrer que f est un isomorphisme.

ENSAE/99/KS/Enoncé "l



Partie B

Soit E un espace vectoriel sur R non nécessairement de dimension finie. On désigne par E; et
E, deux sous-espaces vectoriels supplémentaires, de sorte que E = E; @ E,. On désigne par s un
endomorphisme de E, et par f une application linéaire bijective de E, dans E;.

A z € E s’écrivant z = z, + Z,, ot (z,z,) € Ey x F,, on associe

1° a)
b)
2 a)
b)
c)

F(z) = f7(z1) + f(a2) + s(z2). ©)

Prouver que F' est injective.

Prouver que F est surjective (on ne suppose PAS que E est de dimension finie) et exprimer
Fly),oty=y+y. € Eet (y1,42) € Ey x E,.

On suppose que F admet une valeur propre A € R. Soit z # 0 un vecteur propre associé,
décomposé en z = z; + z, (ol (z;,z;) € Ey x E,). Prouver que z; et z, sont non nuls et
que z, est vecteur propre de s.

Réciproquement, on suppose que s admet une valeur propre réelle u. Prouver que F' admet
au moins une valeur propre réelle A. Déterminer un vecteur propre de F associé a A en
fonction d’un vecteur propre z, de s associé a p.

Montrer que si u;, ..., ur sont des vecteurs propres de s indépendants et associés a une
méme valeur propre p de s, alors les vecteurs propres de F' précédemment calculés sont
indépendants.

On suppose désormais E de dimension finie, et on pose n = dim E;.

3 a)
b)

c)

Justifier que dim E; = dim E, = n et dim F = 2n.

Soit pi, ..., pp les valeurs propres réelles distinctes de s. Prouver que F' admet 2p valeurs
propres réelles distinctes.

Montrer que si s est diagonalisable, F' I’est aussi.

Partie C

1°  On considére dans cette question E = Rs[X] et les applications s et f définies dans la partie A.
Déterminer les valeurs propres de Vapplication F' correspondante (définie dans la partie B).

2° On désire appliquer les résultats précédents au cas de la matrice définie par blocs :

0 2 -1
A=(}) g) ot B= 2 0 1
8 -2 2 1

et ou I; désigne la matrice identité d’ordre 3.

a)

b)

Donner les matrices des applications s et f permettant d’appliquer les résultats obtenus a la
partie B.

La matrice A est-elle diagonalisable ?
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