Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 10 - Intégrales impropres

10.1| Déterminer si les intégrales suivantes sont convergentes, et le cas échéant, calculer leur valeur :

+o0 —+o00
1. / e tdt. 5. / 1dt
0 0
Loat el
). / 6. / S
o vV1—1 2

—+o0 t —+o00 .
3. / —dt 7. / te “dt
1 (1412)2 0
0 “+o0o
4. / te™ dt 8. / & .
o o 1+t

+o00
1. Convergence de/ e tdt.
0

La fonction t — et est continue sur [0, +oco[, on a donc a priori uniquement un probléme en +oo.

Soit & > 0. Alors . .
/etdt:[—et} =€+l =1-¢* — 1
0

0 T—+400

+00 +oo
L’intégrale / e~tdt est donc convergente et on a : / e tdt = 1.
0 0

2. Convergence de /01 1dt_ .
La fonction ¢t — \/% est continue sur [0, 1], on a donc a priori uniquement un probléme en 1.
Soit z € [0,1[. Alors
x T
[ =2 o= Al =2 v =i

L Ldt Lde
L’intégrale est donc convergente et on a : = 2.
V91—t 0o V1—1t
+o00 t
3. Convergence de ——dt
& / (1+)?
t
La fonction ¢t — ———— est continue sur [1,+oco[, on a donc a priori uniquement un probleme en +oc.

(1+1¢2)?
Soit x > 1. Alors
/l‘ t dt_1/z 26 1 I 1 +1_>1
L (22 2 ) 1+2)2 T 2] 1+4¢2], 21+42?) 4deo+tod

+00 +oo
L’intégral / t dt est d te et / t dt 1
mtegraile — es onc convergente et on a — = —.
S N P 5 L a+ep®Ta
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 10 - Intégrales impropres

0
4. Convergence de / te~t dt

— 00

. _42 . . . . <
La fonction t — te™ est continue sur ] — 00, 0], on a donc a priori uniquement un probléme en —oo.

Soit = €] — 00, 0]. Alors

0 0 0
1 ) 1. 11 1
te Pdt = — = e Fdt = | — =t — 4 le® =
/x ‘ 2/95( Je [ 2°¢ 5 T3¢

0
L’intégrale / te™ dt est donc convergente et on a : / te Pdt = —=.

—0o0 —0o0

+00
5. Convergence de / 1dt
0

La fonction ¢ — 1 est continue sur [0, +00[, on a donc a priori uniquement un probléme en +oo.

Soit z > 0. Alors

+oo
L’intégrale / 1dt est donc divergente.
0

400 1
6. Convergence de / gdt
2

1 .
La fonction ¢ +— = hE e~ tn(3)

probleme en +oo.

est continue sur [2,+oo[, on a donc a priori uniquement un

Soit z > 2. Alors

T q 1 x 1 x e—%In(3) _ ,—2In(3) e—2In(3)
dt = —— -1 —t ln(3)dt - = —t1In(3) - _
/2 3T @) /2 (=1In(3))e m(3) | ) In(3) v oteo In(3)

+oo 1
L’intégrale / —dt est donc convergente et on a : / —dt = .
2 3t 2 3t 9 ln(3)

+o0
7. Convergence de/ te tdt
0

La fonction ¢ — te™! est continue sur [0, +oc[, on a donc a priori uniquement un probléme en +o0.

Soit z > 0. Calculons / te tdt.
0

u(t) =t
V() =et
une intégration par parties :

x x x T T
/ te~'dt = [ - te_t} - / —etdt = —xe™" + [ - e_t} =———-¢e"4+1 — 1
0 0 0 0 et z—+00

u'(t) =1
ot v(t) = —e

On pose _, . Les fonctions u et v étant de classe C! sur [0, z], on peut faire

+oo +o0o
L’intégrale / te”tdt est donc convergente et on a : / te tdt = 1.
0 0
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+0o0
8. Convergence de /
0

La fonction t —

Soit > 0. Alors :

+oo
L’intégrale /
0

1
14+t

141¢2

1
mdt = [Arctan(t)}

+00
est donc convergente et on a : /
0

xT

= A J—
) rctan(x) A

s

s
B .

est continue sur [0, +00], on a donc a priori uniquement un probléme en +oo.

Déterminer si les intégrales suivantes sont convergentes :

+oo 2t + 3 /+oo 92+ ln(t) +oo ( 1 )
1. —————dt D. ——=dt 9. / In{l+4+—=|dt
/0 5t3 4+ 3t2 + 7 0 t+4 1 t2
+ t— 21 T In(t)
2. —dt 6. dt 10. ——=dt
/0 t2 4+ 4t +4 /1 t2—t /1 12

+00 T+ i t 1 In(t
N / (o), . / n) g, 1. / In(®) 4
0 v +1 0 t 0 t—
+oo 1 1 +o0o t
4./ et 8. / S 12./ cos®)
0 0 Vi3 +3t2+1t 0 et —1

+oo 2t + 3
1. Convergence de /0 W%

La fonction u : t + 5t3 + 3t2 4+ 7 est continue et dérivable sur [0, 4+oo| (fonction polynémiale) et V¢ >
0, u'(t) = 15t + 6t = 3t(5t +2) > 0. La fonction u est donc croissante et puisque u(0) = 7, elle est
strictement positive sur [0, +oo[ et ne s’annule donc jamais sur [0, +-o00].

2t+ 3
La fonction f : ¢t — {/ ——————— est donc continue et positive sur [0, +00[ comme composée de fonctions
/ V563 132+ 7 P [0, +oc] p
continues. Il y a a priori uniquement un probléme en +oo.

Or;

2t +3 2t 2

563 + 312 + 7 t—4o0 513 Ht2

2t + 3 \F1
5t3 +3t2 4+ 7 t—+oo \ 5 ¢

Donc par le théoreme d’équivalence des fonctions positives, les intégrales f1+oo f(t)dt et f1+°o %dt sont de

donc

+oo
méme nature. Or, / — diverge (Intégrale de Riemann). On en déduit donc que
1

+o00
f(t)dt diverge
1

1 400
Puisque l'intégrale / f(t)dt converge (intégrale sur un segment d’une fonction continue) et que f(t)dt
0

1
teo 2t + 3
Y R Y
/0 B+ 32 17 T o8C
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 10 - Intégrales impropres

t—25 g
12+ 4t + 4

t=5  _ _t=5 -
haird = (r2)z st continue sur [0, 4-o00].

+0o0
2. Convergence de /
0

La fonction f : ¢ +—

Sur [5, +o0], la fonction f est continue et positive, et on a

£(t) t—25 t 1

T2 Attt 2 1
+0o0

Puisque / ;dt diverge (Intégrale de Riemann), on en déduit par le théoréeme d’équivalence des fonc-
5

400
tions positives que 'intégrale / f(t)dt diverge également.
5

5 +o00
Puisque l'intégrale / f(t)dt converge (intégrale sur un segment d’une fonction continue) et que / f(t)dt
0 5

diverge, on conclut que :
“+oo

f(t)dt diverge
0

dt

o0 In(t
3. Convergence de/ n(t)
o t?+1

La fonction f : ¢+ gg

1
1
e Etude de / n(t) o
0

est continue sur |0, +o00[. On a a priori un probléme en 0 et en +oo.

241

La fonction f : ¢+ 1)

est continue et négative sur |0, 1]. De plus,

t2+1
In(t) In(t)
= ~ = 1
=575 1 ==
! L n(t)
et / In(t)dt converge, donc par théoreme d’équivalence des fonctions négatives, I'intégrale / 71 dt
0 0

converge également.
o0 In(¢
o Etude de / () .
1 t*+1

La fonction f :t+— l};‘(ﬁ est continue et positive sur [1, +00[. De plus,

In(t) In(t)

t pu— Y
1) t24+1t=0 2
oo In(t
donc par théoreme d’équivalence des fonctions négatives, 'intégrale / t;i )1 dt est de méme nature
1
oo In(t
que l'intégrale / I;5(2)dt.
1

In(t 1

Cherchons un a > 1 tel que n(t) =0 <> :
2 A

— 0<=2-a>0<= a<?2

11 suffit de choisir un « €]1, 2], par exemple o =
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“+oo
Or, / ——=dt converge (Intégrale de Riemann), donc par théoreme de négligeabilité de fonctions
1

$3/2
In(t)

+o0
positives, on en déduit que / ——=dt converge, et enfin par équivalence de fonctions positives, on
t2
1

o In(t)

241

1 400

e Puisque / f(t)dt et f(t)dt convergent, on en déduit donc que
0

1
1
In(¢
/ 2n( ) dt converge
o t*+1

en déduit que / dt converge également.
1

o0 5
4. Convergence de / e tdt
0

2

La fonction ¢t — e~ est continue et positive sur [0, +oo].

De plus,
t2 1
t2e_t2:—2 — 0=e"=0 3
el* t—+oo t
+o0o
Puisque / t—th converge (Intégrale de Riemann), on en déduit par négligeabilité de fonctions positives
1

+o00 5
que l'intégrale / e~ dt converge.
1

1
Puisque l'intégrale / e dt ne pose pas de probleme (intégrale d’une fonction continue sur le segment
0

[0,1]), par somme on a que :
“+oo
—¢2
/ e " dt converge
0

T2+ 1In(t
5. Convergence de / +7m()dt
0 t+4
. 2+ In(t) . . .
La fonction t — v est continue sur |0, +00[, on a donc a priori des probléemes en 0 et en +o00
1
2+ In(t
e Etude de / 2 g,
A
La fonction t — 2Jgff) est continue sur |0, 1] (mais pas forcément positive) et
2+ In(t) [In(t)]
t+4 |t—so+t 4
! L2 + In(t)
Or, / | In(t)|dt converge, donc par théoreme d’équivalence des fonctions positives, l'intégrale / a4 dt
0 0

1
2+ In(t
converge et donc l'intégrale / +7n()dt converge également.

o t+4
“+o0
oEtudede/ Lln(t)
1 t+4

La fonction ¢ — %nf) est continue sur [1,4o00[ et positive, et

dt.

2 +1In(t) N In(t)

t+4 totoo ¢t
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“ In(t 1 coq 2 +o0 In(t
Or, pour = > 1, / ﬁdt = |=(In(¥))*| = (In{z))” — 400, donc l'intégrale / Edt est di-
1 t 2 1 2 T—+00 1 t
o - - . iy o 202 + In(t)
vergente. On en déduit par théoreme d’équivalence des fonctions positives que I'intégrale ﬁdt
1
diverge également.

1 +oo

24 In(t 2+ 1In(t

e Puisque / +7n<)dt converge et / L()dt diverge, on en déduit que :
o t+4 1 t+4

dt diverge

/+°°2+ln(t)
o t+d

2
6. Convergence de / dt
1

2 —t

La fonction t —
On a:

R est continue et positive sur |1,2], donc il n’y a de probleme qu’en 1.

11 1
22—t tt—1)ts1t—1

Or, pour z €]1,2],

/: %dt = [ln(t - 1)E = In(1) = In(z — 1) — +o0

2
L’intégrale / ﬁdt est donc divergente, et par théoréeme d’équivalence des fonctions positives, on en
1

déduit que

L |
/1 2 tdt diverge

sin(t)
t2

+00
7. Convergence de / dt.
0

in(¢
La fonction t — sin(?)

+00 o
e Etude de/ Sm(t)dt.
1

est continue sur |0, +o0], il y a donc a priori deux probléemes en 0 et +o0.

n(t
La fonction ¢ > t2( ) est continue sur [1,4o00[ mais pas forcément positive. On regarde 1’absolue
convergence. On a :
sin(t)

“+oo
Or, / t—zdt est convergente (Intégrale de Riemann), donc par théoréeme de comparaison des fonctions
1

sin(t sin(t
positives, 'intégrale / 1;12( ) ‘ dt converge, et donc l'intégrale / Htlz( )dt converge.
1 1
1 .
sin(¢
o Ftude de/ 2( )dt.
o ¢t
sin(t
Sur |0, 1], t — H];( ) est continue et positive. De plus,

sin(t) t 1
12 t—0 t2 t
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1
1
Or, —dt diverge (Intégrale de Riemann) et par théoréeme d’équivalence des fonctions positives, on
ot

sin(t)

1
en déduit que / 2 dt diverge également.
0

400 1 .

sin (¢ sin(?

e Puisque / t2( )dt converge et / t2( >dt diverge, on en déduit que
1 0

+00 o3

t

/ su;;( )dt diverge
0

1
——dl
3+ 32 + ¢
La fonction t + #3 4 3t2 +t = ¢(t?> 4+ 3t + 1) est continue sur R et s’annule en 0, *35‘/5 et 7345\/5’ donc
ne s’annule qu’une seule fois sur U'intervalle [0,1] : en 0.

1
8. Convergence de /
0

La fonction t — est donc continue et positive sur |0, 1]. De plus,

1
Vi3 43t2 4t
1 1 1

VB 3L L oot L 12

1

Or, mdt converge (Intégrale de Riemann), donc par théoréme d’équivalence des fonctions positives,
0
on en déduit que
! 1
/ ———————dt converge
0o V3 +3t2+1¢

o0 1
9. Convergence de / In (1 + 752) dt
1

1
La fonction ¢ + In (1 + 1€2> est continue et positive sur [1,4o00[, on a un probléme uniquement en +oo.

1 1
= <1 * t2> i P

—+00
et / t—zdt converge (Intégrale de Riemann), donc par théoreme d’équivalence des fonctions positives,
1

+00 1
/ In (1 + t2> converge
1

De plus,

on en déduit que

o0 In(¢)
t2

In(t)
t2

10. Convergence de / dt.

1

La fonction f:t — est continue et positive sur [1, 400].

In(t 1
Cherchons un « > 1 tel que r;(Q ) =o0 <ta) :

1 In(t In(t
—t =0 — <:>ta£—>0<:>n() — 0<=2—-a>0<=a<?2
to 12 t—4oo 12- 400

3
11 suffit de choisir un « €]1, 2], par exemple o = 3
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“+oo
Or, / mdt converge (Intégrale de Riemann), donc par théoreme de négligeabilité de fonctions posi-
1
tives, on en déduit que
o0 In(t
/ ﬁdt converge
$2
1
1
In(t
11. Convergence de / ; ( idt.
0 t—

La fonction t — ltn_il) est continue et positive sur |0, 1[. On a a priori des problémes en 0 et 1.

1/2
~ Etude de / m(t) 4,
0

t—1
La fonction t — 1:_—('51) est continue et positive sur |0,1/2]. De plus :
In(t)
~ —In(¢
t—1 ts0t a(t)

1/2
et / In(t)dt converge, donc par théoreme d’équivalence des fonctions positives, on en déduit que
0

/ n )dt converge
o t—1

1
— Etude de / In(?) dt.

La fonction t — % est continue et positive sur [1/2,1[. De plus :

In(t) t—1

t—1ts1t—1
Ainsi, la fonction est prolongeable par continuité en 1. On a donc une intégrale faussement impropre
sur [1/2,1] : 'intégrale converge.

1

12 1n(t U n(t
— Par somme, puisque / ( )dt et / Lalt convergent, on a bien que

1

In(¢

/ n( >dt converge
o t—1

+0o0
t
12. Convergence de / mdt
0 et —1

est continue (mais pas forcément positive) sur |0, +oc[. On regarde donc I’absolue

cos(t)

Vet—1

La fonction t —
convergence.
cos(t)

1
— Etude de —dt.
/0 Vet —1

La fonction ¢ Cc;(f)l est continue et positive sur ]0, 1]. De plus,

cos(t) 1

Vet —1 t—0t \/Z

1
et / — converge (Intégrale de Riemann), donc par critere d’équivalence des fonctions positives, on
0

Vit
en déduit que
/ L cos(t)
——= converge
o Vet —1 &
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oo cos(t)
— Etude de —=dt.
1 Vet —1

La fonction ¢ C(;St(j)l est continue sur [1,+o00[. De plus,

cos(t) 1 -~ e — o t/2 < ot
Vel —1| Vet — 1 t=+oo et/? =

+00
Or, / etdt converge, donc par comparaison, puis équivalence, puis comparaison des fonctions po-
1

+oo
. . cos(t)
sitives, on en déduit que / ——— | dt converge, donc :
R N V= B
+oo
cos(t)
———2_dt converge
1 Vet —1 &
cos(t) o0 cos(t)

dt et

Vet —1 1 Vet —1

“+oo

t

/ &()dt converge
0 et — 1

1
— Par somme, puisque / dt convergent, on en déduit que :
0

+oco _—at

—tdt selon les valeurs de a € R.

Déterminer la nature de /
+e

—00

La fonction ¢ — %dt est continue et positive sur R. On a donc deux problemes a étudier : en —oo et +oo.

+o00 e—at
e Etude de / ——dt.
0 1 + et

—at —at
€ ~ € _ e(—a—l)t
1+et totoo et

7’ N 7’ . . . . . 7 —at
Donc par théoreme d’équivalence des fonctions positives, 'intégrale 0+O° T s

0+°O el—a=Dt gt
Or, pour x > 0, si a # 1,

T —a—1 1 .
/z e(—a—l)t — ;e(—a—l)tdt _ & . o+l S% a>—1
0 —a—1 0 —a—1 =400 | 400 sia< -1

dt est de méme nature que

et si a = 1, on a clairement f0+°° eldt = 0+°° 1dt qui diverge.
Ainsi, en conclusion :

+00 e—at
/ dt converge <— a > —1
0

1+ et
0 e—at
e Etude de/ ——dt.
oo Lte€
e—at N e—at _ efat
14+et t5—c0 1
Donc par théoreme d’équivalence des fonctions positives, I'intégrale ff’oo %dt est de méme nature que
f EOO e~ dt.

Or, pour x < 0, si a # 0,

0 0 — _ .
[ L pag] 1 [ sia<o
. —a z——oo | +00 sia>0

T
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et si a = 0, on a clairement f_ooo edt = fEOO 1dt qui diverge.
Ainsi, en conclusion :

0 efat
/ dt converge <= a <0
oo L€t

e En conclusion, on obtient que

too p—at
/ dt converge <— —1<a<0
1+ et

—0o0

10.4

L n(t) o In(t)
1. Montrer que / 1 dt et / 1 dt sont convergentes et opposées (on pourra effectuer le change-
0 1

ment de variable u = g)

o0 In(t)

2. En déduire la valeur de / 5 dt
0 1+t
1
In(t
1. Convergence de / n( )2 dt
o 1+t
) In(t) ) .
La fonction ¢ — 0 est continue et négative sur |0, 1]. De plus,
In(t)
~ In(t
1412 t>0 n(t)

! N : P ' In(t)
et In(t)dt converge, donc par critere d’équivalence des fonctions négatives, 'intégrale 1 dt
conv%rge. 0

oo In(t
Convergence de / al )2 dt
1 1+t
) In(t) ) ..
La fonction t — T4 est continue et positive sur [1 4 col.
De plus,
In(t In(t) 1
1412 tofoo t2 o t—g-oo $3/2
+oo
Or, / t?’?dt converge, donc par critéere de négligeabilité de fonctions positives, on en déduit que

1
In(t e e . . o o0 In(t)
tTdt converge, et enfin par critere d’équivalence des fonctions positives, on en déduit que 1 dt

1

converge.

1
In(t
Soit z €]0, 1]. Calculons / 211( ) dt.
2

On pose V¢ € [z,1],¢(t) = 1. La fonction ¢ est de classe C! sur [z,1] et V¢ € [z,1],¢/(t) = 2.

1
%,onat:1<:>uzlett::v<:>u:—.

x

De plus, si u =

2011-2012 Lycée du Parc 10/16
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On a alors

1
—1In <)
1 1 1 1z
/ In(t) dt:/ t 1dt:/ In(u) du:—/ In(u) Ju
L, 241 . [ 1 12 1z w2+ 1 1 our+1

On a donc montré que pour tout x €]0, 1], on a :

1 1/x
/ In(t) g — _/ In(u) du
z t2 + 1 1 U2 + 1

1 “+o00
In(t In(¢
En faisant tendre x vers 07, puisque les deux intégrales / ;:E 22 dt et / ;:E 22 dt convergent bien, on
0 1

1 +oo
/ In(t) g — / In(t) gt
o 241 . 2+

1 +o0 +oo
In(t In(t In(t
2. Puisque / n( )2 dt et / ul )2 dt convergent, d’apres la relation de Chasles, I'intégrale / ul )2
o 1+¢ L 1+t o 1+t

+oo ] L Foo ]
/ n(t) :/ n(t) dt+/ nl) 4 _ g
o 141t o 1+¢2 1 142

en déduit que

dt

converge et

2 —1

+oo
-10.5 On pose I =/ dt
[1035] P o (1+)V1i+¢t

1. Montrer que I'intégrale converge.

1
2. En utilisant le changement de variable u = = calculer 1.

-1
1. La fonction ¢ est continue sur [0, +o00| (mais pas forcément positive).

(14 12)V/1+ ¢4

2 —

1
L’inté rale/
& 0 (1+t3)V1+t4

sur un segment.

dt ne pose pas de probleme, puisque c’est I'intégrale d’une fonction continue

2 -1
Sur [1, 400/, la fonction ¢t — est continue et positive, et on a :
[ [ (1+2)v1+t4
t2—1 t2

(14 )1 § il toioo 2 x 82 12

“+o00
Or, / t—th converge (Intégrale de Riemann), donc par théoreme d’équivalence pour les fonctions po-
1

+o0o 2
iti déduit / LA
s1tives, on en dedult que converge.
1 (14+e)v1i+tt 8
1 2 +oo 2 _
P i / =1 t/ Lt t déduit que I'inté
ar somime, puisque € convergent, on en dedult que l'ite-
o (I+2)Vigd R W e &

grale I converge.
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v t2—1
2. Fixons-nous z > 0. Calculons / dt.
1z (L+2)vV1+t4
1 1 _ e 1 , -1
On pose Vt € |—, x| ,p(t) = ;= La fonction ¢ est de classe C* sur|—, x| et Vt € |—, x|, ¢ (t) = R
x’ x x

1 1
,onat=—<=su=zett=r< u=—.
x x

w\)—‘

De plus, si u =

On a alors :

_ 1—u

x -1 t2 1/x 2 T wl—1
dt— 5 (—du) = — du
1z (1+82)V1+t /1‘ +1t (14 u2)Vut +1 1z (1 4+ u?)V1+u?
t2 V¢

1 2
t*—1
En faisant tendre x — +o0o dans les deux intégrales, puisque les intégrales / 1t dt et
0 +

WitH

+o0 —1
/ dt convergent, on obtient :
1 (1+4¢2

NIt

400 _1 +o0 -1
— dt
/0 (1+t2)\/1+t4 o (1+)V1i+¢t

On conclut donc que

+00 -1
/ dt = 0
0 (1 —|—t2)\/1 +t4

+o0 =

dt.
144

Soit f la fonction définie par f(z) = /
1

1. Déterminer I’ensemble de définition de f.
2. Quel est le sens de variations de f 7

3. On admet que f est une fonction continue sur son ensemble de définition.
Déterminer f(x)+ f(x + 1) pour x > 0.
En déduire la limite de f en 0 et en +oo.

1. Déterminer ’ensemble de définition de f revient a trouver les valeurs de = € R pour lesquels 'intégrale

+oo y—x
/ dt est convergente.
1 1+t

—x

Pour tout x € R, la fonction ¢t — T est continue sur [1,+oo[, donc il s’agit de regarder le probleme en

+00.
=" 1
t—*1 ~ — =
o t—4oo ¢ trtl
+oo 41— “+oo 1
On voit donc que 'intégrale / 1 tdt est de méme nature que l'intégrale de Riemann / Wdt
1 1

qui, elle, converge si et seulement si z + 1 > 1, c’est-a-dire x > 0.

Ainsi, f est définie sur |0, +oo].
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2. Soient x,y deux réels strictement positifs et soit ¢ > 1 (donc tel que In(t) > 0).

1, —zIn(t) > —yln(t)
—zIn(t) > efyln(t)

tT Y A = A t7Y
= Vt>1, > :>VA>1,/ 2/ dt
1+t +t L 14+t T 1+t

1
= (A= +00) f(z) = f(y)

Ainsi, on a montré que la fonction f est décroissante sur |0, +ool.
3. Soit > 0. Alors

“+o00 T —+00 t—$—1
1) = dt dt
fa)+ s+ = [ e [

+oo t—(E + t—w—l
= / ——————dt (somme de deux intégrales convergentes)
1

On a donc montré que
1
Ve >0, f(x)+ flz+1) = -

e Limite de f en +oo.
On sait que f est une fonction décroissante, et minorée par 0, donc elle admet en 400 une limite finie
¢ qui vérifie £ > 0.
En passant a la limite lorsque x — +oo dans 1’égalité précédente, on obtient

€+€:0:>xgrfoof(x):0

e Limite de f en 0.

On a
. “+o00 t_l
i fla+ 1) = 1) = [
+oo 1
/1 tt+1)
= S —at
1 t 1+t
A
~ lim / <1—1>dt
A—+oo 1 t 1 + t
A
= AETOO In(¢) — In(t + 1)]
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Or, d’apres ’éaglité trouvée au début de la question, on sait que

lim(f(z) + f(z+1)) = +o0

x—0

donc puisque lirr%) f(x 4+ 1) =1In(2), on a nécessairement
z—

lim f(z) = +o0

z—0

10.7

+o0o
1. Montrer que / e 'In(t)dt converge. On note £ sa valeur.
0

2. Soit x un réel strictement positif. Montrer que

+oo —t zq_ —t
/ e—dt:—ln(x)+£+/ °
x t 0 t

(apres avoir justifié I'existence des intégrales).

too ot
En déduire lim </ Tdt + ln(m)).

z—0

+oo
1. Convergence de/ e ln(t)dt.
0

La fonction f : ¢+ e 'In(t) est continue sur ]0, +oc[, on a donc a priori deux problemes : en 0 et 1.

Etude de fol e tIn(t)dt.

La fonction f : ¢+~ e 'In(t) est continue et négative sur ]0, 1] et

—t
e "In(t) Kol In(t)

1 1
Or, In(t) converge, donc par équivalence des fonctions négatives, on en déduit que / e ln(t)dt
0

0
converge.

Etude de [;" e~ In(t)dt.

La fonction f : ¢+ e !In(t) est continue et positive sur [1, +oo| et

1
Vi1, ft)=e'In(t) <et=o0 <t2>

+o0
Or, / 5] converge (Intégrale de Riemann), donc par critere de négligeabilité des fonctions positives,
+001 +oo
/ te tdt converge et enfin par comparaison des fonctions positives, / et In(t) converge.
1 1

Par somme de deux intégrales convergentes, on en déduit donc que

+oo
/ e 'In(t)dt converge
0
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+00 e—t
2. Convergence de / Tdt

xT

—t “+o0
e - dt
La fonction ¢ — - est continue sur [1 + oof, et Vt € [1,400], % = o(t%), donc puisque / )
e
converge (Intégrale de Riemann), donc par critere de négligeabilité des fonctions positives, / Tdt
1

1 —t
e
converge. Puisque / Tdt existe (fonction continue sur le segment [1,x] ou [z, 1]), on en déduit que
x

+oo —t
e
/ ——dt converge
= t

1—et

dt

X
Convergence de /
0

—t

La fonction t —

est continue sur ]0, x|, et

1—e? t

t zHNoJr t

La fonction est donc prolongeable par continuité sur le segment [0, x] et donc I'intégrale est faussement
impropre et converge donc.

Montrons ’égalité voulue.

Soient € et A deux réels strictement positifs. En intégrant par parties, on obtient :

/EA e 'In(t)dt = [— et ln(t)] ! _ /EA (—e_t)dt — A In(A) + e~ In(e) + /EA et_tdt

t

En faisant tendre A vers +oo, on obtient

+0o0o +oo eft
/ e tIn(t)dt = e “ln(e) + / —dt
3 € t

o . R PN . In(A . .
(toutes les intégrales convergent bien d’apres ce qui précede, et Ahm % = 0 par croissances comparées).

—+00
Soit alors z un réel strictement positif. On a :

T 6—t +oo €_t
e~ In(t)dt = e € 1In(e) + / Tdt + / Tdt
& xT

1 —t __ 1 +oo ,—t
—e_aln(s)—i—/ dt+/ ‘ dt+/ €t
€ t € t xr t

T eft -1 +o00 eft
=e “In(e) + In(z) — In(e) + / ; dt + / Tdt
3 T

e

x e—t o 1 400 —t
= (e " —1)ln(e) + In(x) + / " dt + / Tdt

Let 1

+o0
—t — ~ _
Or, /0 e "In(t)dt et dt convergent et (e 1)In(e) et eln(e) = 0.

Ainsi, en faisant tendre ¢ vers 0 dans 1’égalité précédente, on obtient :

1 _—t _ 1 +oo —t
¢ =1n(x) +/ c dt +/ €t
0 t T 3
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ou autrement dit

+oo —t T 1 _ et
/ edt:—ln(x)+€+/ Lo g
T 13 0 13

La fonction A : ¢t — 1%% est prolongeable en une fonction continue sur R, donc elle admet une primitive

sur R, notée H. Alors

400 —t T _ et
/ etdt+ln(x):€+/ te dt =0+ H(x) — H(0)
T 0

Puisque H est dérivable sur R, en particulier, elle est continue en 0. Donc

lim (/;OO et_tdt + ln(:c)> = 0+ H(0) — H(0) = ¢

z—0

2011-2012 Lycée du Parc 16/16



