
Khâgne B/L DM13 - pour le 21/01/14

Exercice 1

Soit X une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. On
note ϕ sa densité de probabilité et Φ sa fonction de répartition.
On admet que X admet des moments de tous ordres.

1. On considère la variable aléatoire Z = X2.
Déterminer une densité de Z.

2. Montrer que Φ réalise une bijection de R dans ]0, 1[. On
notera Φ−1 l’application réciproque.

3. On considère la fonction g définie pour tout réel x par :

g(x) = − ln(1− Φ(x))

et la variable aléatoire Y = g(X). Calculer la fonction de
répartition de Y .
En déduire la loi de Y , son espérance et sa variance.

4. (a) Vérifier que : ∀x > 0, 1−Φ(x) =
ϕ(x)

x
−
∫ +∞

x

ϕ(t)

t2
dt.

(b) Montrer que :

∫ +∞

x
t−2ϕ(t)dt 6 x−3

∫ +∞

x
tϕ(t)dt,

puis en déduire que :

∀x > 0, 1− 1

x2
6
x(1− Φ(x))

ϕ(x)
6 1

(c) Montrer l’équivalence : 1− Φ(x) ∼
x→+∞

ϕ(x)

x
.

5. (a) Montrer que :

∀x > 1, ln

(
1− 1

x2

)
6 ln(x)−g(x)+

ln(2π)

2
+
x2

2
6 0

(b) En déduire l’équivalence : g(x) ∼
x→+∞

x2

2
.
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