
Corrigé des exercices pour réviser 
 
 
EXERCICE 1 : Algèbre linéaire 

 
• On a une famille libre de 3 vecteurs et Card(ℝ")= 3 donc c’est une 

base.   
 

3. a. Il suffit de vérifier que les vecteurs d’une base de P sont stables par 𝑓.  
On pose 𝑢% = (4; 5; 1) et 𝑢- = (1; 1; 0). Ces vecteurs sont dans P et ils ne sont pas 
colinéaires donc P= Vect(𝑢%;	𝑢-).  

 On sait que 𝑢% ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝑓) donc 𝑓(𝑢%) = 0ℝ4 		 ∈ P 
On sait que 𝑓(𝑢-) + 𝑢- = 0 d’après la question 1b. donc  

𝑓(𝑢-) = 	−𝑢- = (−1;−1; 0) ∈ P 
 Remarque : On peut utiliser d’autres vecteurs pour décrire P. Dans  ce cas on 
utilise le produit matriciel pour calculer 𝑓(𝑢).	 



Par exemple avec u=(1 ; 1 ; 0), on a : M 8
1
0
−1
9 =8

−5
−5
0
9 =	−5𝑢-  ∈ P. 

b. On cherche un sous espace vectoriel de dimension 1 stable par 𝑓 et 
supplémentaire de P dans ℝ".	 
Un candidat tout trouvé est G = Vect(𝑢"). En effet 𝑓(𝑢") = 	−𝑢" ∈ G donc G est 
stable par 𝑓. Et puisque (𝑢%;	𝑢-;	𝑢") est une base de ℝ",	on a bien P ⨁	G= ℝ" 
Remarque : cette question est plus difficile à traiter si vous n’avez pas utilisé 
les vecteurs donnés dans l’énoncé. Dans ce cas la méthode consiste à 
rechercher une droite vectorielle stable par	𝑓 et supplémentaire de P dans ℝ" .    
On cherche donc v = (a,b,c) ∈ ℝ" de sorte que v complète la base de P en une 
base de ℝ" et tel que Mv ∈ Vect(v).   
 
 

 
EXERCICE 2 : Analyse 

1. 𝑓 est dérivable sur ]0 ;+∞[ en tant que produit et somme de fonction 
dérivables et on a pour tout réel 𝑥 > 0	 

𝑓’(𝑥) = 		
ln(𝑥)
2√𝑥

+	
√𝑥
𝑥 = 	

ln(𝑥) + 2
2√𝑥

	 

 
𝑓′(𝑥) est du signe de son numérateur.  
lim
G→IJ

𝑓(𝑥) = 	+	∞	par produit et somme et lim
G→KL

𝑓(𝑥) = ln(2)	par croissances 
comparées et somme ainsi on a le tableau de variations suivant :  

𝑥 0                   𝑒M-                  +∞ 
𝑓′(𝑥) -       0            + 
𝑓(𝑥)     ln(2)                                       +∞ 

 
 
                   M-

N
+ ln(2) ≈ −0,03 

 
2. On applique le théorème de la bijection sur ]0 ;	𝑒M-[ et sur ]	𝑒M-	; +∞ [. 

L’équation 𝑓(𝑥) = 0 admet exactement 2 solutions sur ]0 ; +∞ [.  
3. a) Soit n un entier naturel non nul , 𝑓 Q %

RS
T = 0 ⟺ %

R
ln Q %

RS
T + ln(2) = 0 ⟺ − ln(𝑛-) =

	− ln(2R) ⟺ 𝑛- = 	2R 
b) Un carré est pair si et seulement si le nombre au départ est pair. On a donc  
n = 2p  et (2𝑝)- = 	2-X ⟺ (2𝑝)- = 	 (2X)- ⟺2p =2X ⟺ 2𝑝 = 2 × 2XM% ⟺ 𝑝 =	2XM% 
c) Les nombres 1 et 2 sont solutions de l’équation 𝑝 = 	2XM% 
d) Les solutions de l’équation 𝑓(𝑥) = 0 sont %

RS
= 	 %

ZXS
 donc %

Z
 et %

%[
 et ce sont les 

seules d’après la question 2.  
e) L’équation (E) est équivalente à l’équation 𝑓(𝑥) 	= 	0 donc S = {%

Z
; 	 %
%[

} 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



PROBLEME 1 :  
 

1. a) 𝑥["] = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 − 2) 
b) ("

-
)[K] = 1 par convention 

  ("
-
)[%] = 	 "

-
; 	("

-
)[-] = "

Z
; 	("

-
)["] = − "

^
;		Q"

-
T
[Z]
= _

%[
;		("

-
)[`] = MZ`

"-
		 

c) Lorsque i = k le facteur est nul donc le produit est nul 
d) Q𝑘𝑛T = 	

b!
R!(RMb)!

= 	 b
[d]

R!
 

e) (−1)[R] = 1	si n= 0 par convention et (−1)[R] = 	 (−1)R𝑛! 
f) 𝑥(𝑥 − 1)[R] = 𝑥 ∏ (𝑥 − 1 − 𝑖)RM%

ghK = 𝑥 ∏ (𝑥 − 𝑗) =	R
jh% 	𝑥[RI%]	 

et 𝑥[R]	(𝑥 − 𝑛) = 	∏ (𝑥 − 𝑖)(𝑥 − 𝑛) = ∏ (𝑥 − 𝑖) =	R
ghK 	𝑥[RI%]	RM%

KhK  
g) (n+1)	𝑥[R] = 	n	𝑥[R] +		𝑥[R] =𝑥[R]𝑥 − 𝑥[RI%] + 𝑥[R]  = 𝑥[R](𝑥 + 1) − 𝑥[RI%] 

  =	 (𝑥 + 1)[RI%] −𝑥[RI%]     
         h)  

k𝑘[X]
R

bhK

= 	k
(𝑘 + 1)[XI%]	−𝑘[XI%]

𝑝 + 1 = 	
(𝑛 + 1)[XI%]	−0[XI%]

𝑝 + 1

R

bhK

= 	 l
0	𝑠𝑖	𝑝 > 𝑛

𝑝! n𝑛 + 1𝑝 + 1o
 

2. a) Pour p = 1 dans l’égalité précédente on retrouve  

k𝑘[%] = 	k𝑘 =	
R

bhK

R

bhK

Q𝑛 + 12 T = 	
(𝑛 + 1)!
2! (𝑛 − 1)! = 	

𝑛(𝑛 + 1)
2  

On remarque que 𝑘- = 𝑘(𝑘 − 1) + 𝑘 =	𝑘[-] + 𝑘[%] 
Ainsi  

k𝑘- = 	k𝑘[-] + 𝑘[%] = 2!	
R

bhK

R

bhK

Q𝑛 + 13 T +
𝑛(𝑛 + 1)

2 = 	
(𝑛 + 1)!
3(𝑛 − 2)! +

𝑛(𝑛 + 1)
2 = ⋯ = 	

𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
6 	 

        
         b) ∑ n𝑘𝑝o

R
bhX = 	∑ b[s]

X!
R
bhX = 	 n𝑛 + 1𝑝 + 1o 

   3. a) 𝑥[M"] = 	 %
(GI%)(GI-)(GI")

 
       b) Soit n un entier naturel non nul. 𝑥[MR] est bien définit pour tout réel 
𝑥	𝜖	ℝ\{0; 1; 2;… ; 𝑛 − 1} 
       c) Soit n un entier strictement négatif :  

(𝑥 + 1)[R] − 𝑥[R] = 	
1

(𝑥 + 2)(𝑥 + 3)… . (𝑥 + 1 − 𝑛) −
1

(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)… (𝑥 − 𝑛) 					

= 	
(𝑥 + 1) − (𝑥 − 𝑛 + 1)

(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)… (𝑥 − 𝑛)(𝑥 − (𝑛 − 1)) = 𝑛𝑥[RM%] 

4. a)  𝑆R = 	∑
%

(bI%)(bI-)…(bIR)
R
bhK = 	∑ 𝑘[MR]R

bhK = 	∑ (bI%)[zdz{]Mb[zdz{]

RI%
= (RI%)[zdz{]

RI%
R
bhK =

	 %
(RI%)(RI-)(RI")…(-RI-)

= 	 R!
(-RI-)!

 de limite nulle quand n tend vers +∞.  

b) %
X!
∑ X!(bMX)!

b!
= 	∑ (bMX)!

b!
= ∑ 	 %

b(bM%)…(bMXI%)
= 	∑ %

(jIX)(jIXM%)…(jI%)
=	RMX

jhK
R
bhX 	R

bhX
R
bhX ∑ 𝑗[MX]	RMX

jhK  
5. INITIALISATION évidente 
HEREDITE c’est un copier-coller de ce qui a été fait en cours pour démonter la 
formule du binôme classique à ceci près que :  
 (𝑥 + 𝑦)[RI%] = 	 (𝑥 + 𝑦)[R](𝑥 + 𝑦 − 𝑛) = 	 (𝑥 + 𝑦)[R](𝑥 − 𝑘 + 𝑦 − (𝑛 − 𝑘))	 et que  

𝑥[b](𝑥 − 𝑘) = 	𝑥[bI%]	𝑒𝑡	𝑦[RMb](𝑦 − (𝑛 − 𝑘)) = 𝑦[RMbI%]	 

6. a) ~
"
-
3
� = 	

(4S)
[4]

"!
= 	

z4
�
[
= 	 M%

%[
  et �√2

3
� = 	 √-

[4]

"!
= 	 √-(√-M%)(√-M-)

[
= 	 M(-M√-)

S

[
 =M"I-√-

"
 

         b) �𝑥0� = 1 par convention et �−1𝑘 � = 	 (−1)
b d’après la question 1d) 

         c) il suffit d’ajouter les deux quotients en les réduisant au même dénominateur 



         d) on calcule le produit �𝑥𝑘� �
𝑦

𝑛 − 𝑘� =
%
R!
Q𝑛𝑘T 𝑥

[b]𝑦[RMb] puis on fait la somme et on 
reconnaît la formule du binôme généralisée.  
     7. a) On fait apparaître (-1)n-k = � −1𝑛 − 𝑘�  dans la somme de gauche en divisant par 
(-1)n et on utilise la formule de Chu Vandermonde avec 𝑦 = −1	 
         b) Q2𝑘𝑘 T = 	

(-b)!
b!b!

= 	 -
�×%×"×`×…(-bM%)

b!
 d’une part et d’autre part :  

�
−1
2
𝑘
� = 	

−1
2 ×−32 ×−52 ×…× −1− 2(𝑘 − 1)2

𝑘! = 	
(−1)b × 1 × 3 × 5 ×…(2𝑘 − 1)

2b𝑘!  

 Donc on a bien Q2𝑘𝑘 T = (−1)b4b ~
M%
-
𝑘
� 

         c) on calcule le produit Q2𝑘𝑘 TQ
2(𝑛 − 𝑘)
𝑛 − 𝑘

T = (−1)b4b ~
M%
-
𝑘
� (−1)RMb4RMb ~

M%
-

𝑛 − 𝑘
� = 

(−1)R4R ~
M%
-
𝑘
� ~

M%
-

𝑛 − 𝑘
� puis on fait la somme et on reconnait la formule de Chu 

Vandermonde avec x=y= M%
-
. On a alors (−1)R4R �−1𝑛 � = 	4

R car �−1𝑛 � = (−1)R.  
  
  
 
 
 
PROBLEME 2 : Intégrale de Wallis, formule de Stirling, probabilités et somme 
de série 
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