Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 0 - Révisions

Les calculs

RAPPELS

: REGLES DE CALCULS AVEC LES FRACTIONS

g_i_f_a—i—c a E_ad—i—bc gxg_%
b b b b d  bd b d bd
RAPPELS : REGLES DE CALCULS AVEC LES RACINES
Vaxb=+vaxVb (Va)? =a Va2 = |a|
RAPPELS : REGLES DE CALCULS AVEC LES PUISSANCES
1
’ab“ =a’ x a° ’ (ab)® =a® x b° a"l = =

A retenir:

— Deux nombres positifs sont égaux si et seulement si leurs carrés sont égaux.
— On peut prendre la racine carré d’'un nombre positif et le résultat est positif.
— Un produit est nul si et seulement si au moins un facteur est nul.

Simplifier les expressions suivantes :
1. 6-1x2+3%x0—6:2 g 2t 13. /(=2)(=8)
1
2. (6—1)% (243)x0—(6:2) 52 14. (V18)3
3. 6—(1x2)+3x((0-6):2) g BB+2%15 (4x3)75x8
- P 15—~
4 3_5 173 9
"2 4 3 5_2 (4 x 3)10 4 49
1 +6 .9 16. ——7——
2 <F 3 141 4 8
5. i 10, 23 3 o\ 4
2—3 : 12 8
6. (~6)(~3) - 8(-2) C 1 (3)
- 11. V32
7 5 1 9 1 _3 > ontl _ g 5 on—1
- =7 T (=D%(=1) 12. 1/(=3) 18—
1.1 5 1 g, 12 12. 3 16. 26(4x31041)
2. =3 6 354 45 13. 4 .y
' 3409
5 s 76 10. 2=~ 14. 54/2 17 4
: 20 180 9
1 —7 15, ———— _
4. 8 =5 11. 3 15 x 312 18. —1
2020-2021 Lycée du Parc 1/17



Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 0 - Révisions

2?2 4 2az + a®
22 — 2azx + a®
2?2+ a® + b% + 2azx + 2bz + 2ab
22 4 a® + b? + 2ax — 2bx — 2ab

Ll

5. 2a% +a+4

6. (a% —3b?)% = a* — 6a%b* + 9b*

7. 6227 ) 4 e—2z _ eQm _ 6—2z =_9
8. 3224+ 14

27 2 -1
4. =0 5.2 +4 6. L tr—1
2zy z(x —1)

1. 22 -6z —7=(z—3)%—16

1 N 17
2. 322 —8xr — — = —=) - =
3z 8z 3 3<x 3)

2020-2021

2
3. 3x2—7x+4=3<w—z) !

6) 12

4. aw2+bm+c:a(x—;—é’)
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 0 - Révisions

Résoudre les équations suivantes dans R :

1. 22 -6z +3=0 3. Ve +4=4x+2
2. 3z(1 —z) = (1 — 2z)(z — 2) 4. Jr—1++/z—2=1
1.
2> —6x+3=0
OnaA=36—-4x3=24=4x6>0.1Ilya donc deux solutions dans R :
6+ 26 6—2V6
2.
3z(1l—2)=(1—-2x)(r—2) <=3z -32° =0 -2 -22° +dox <= 2> +22-2=0
A=4+48=12> 0.1l y a donc deux solutions dans R :
—2+2v3 —2-2V3
Remarque : lors de la résolution d’'une équation du 2d degré, inutile d’écrire les formules du cours
(A =b>—4ac=...,x1 =...): calculez directement sans écrire a, b et c. L’important est & présent de
savoir résoudre rapidement de telles équations..
3.
vr+4=4x+2
Remarquons que 'équation n’a de sens que si 244 > 0 et 4z+2 > 0. On résout donc dans [—4, +oo[N[—1/2, +o00[=
—1/2,400|.
=1/ | Vi+td=4dz+2<=c+4= (4o +2)
=z +4=162%+ 16z + 4
= 162" + 152 =0
<= z(16x +15) =0
—=z=0 15
=0 ou z=—
16
S . : : 15 . N .
Ainsi, il y a a priori deux solutions qui sont 0 et T mais la deuxieme n’est pas dans notre domaine
de définition [—1/2, +oc|. L’unique solution est donc [0].
4.

Ve—1+vVr—-2=1

Remarquons que ’équation n’a de sens que si  — 1 > 0 et si 2 — 2 > 0. On résout donc dans [2, +00].

Ve—1+Ve—2=1<=@@-1)+(@-2)+2/(z-1)(z-2)=1
—=2/(z-1)(z—-2)=4—-2z
= Vx-1)(zr—2)=2—-x
= (r—-1)(z—-2)=(2—x)*
= -2 ((z—1)—(z—2)=0
—x—-2=0

Puisque 2 est bien dans notre domaine de définition, la seule solution est donc .
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1. 2 4. 7Tx6x5 7. 15 9 "

" (2331)2
2. 6 5. 36 L5 T (2°31)
3. 120 6. 2 S'T
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 0 - Révisions

Ordre et inégalités

RAPPELS : NOMBRES REMARQUABLES A CONNAITRE :
(il faut au moins retenir entre quels entiers ils sont situés)

V2 ~14

In(2) ~ 0.7

A retenir:

— On peut multiplier (ou diviser) une inégalité par un nombre strictement positif sans changer ’ordre.
— Deux nombres positifs sont rangés dans le méme ordre que leurs carrés car la fonction carré est strictement

croissante sur [0; 4-o00].
— Un nombre positif et plus petit que 1 est plus grand que son propre carré.

Ranger dans 'ordre décroissant (SANS CALCULATRICE!) les nombres suivants :

9 5 23 26
S . RV R i i
— < -3 < \f<8<7r<7

Lequel des deux nombres V6 + /10 ou /5 + /12 est le plus grand ?

V6 + 10 < V5 + V12

En effet :

V6+vV1I0< V54 V12426426 x104+10<5+2/5 x 12+ 10 <= 16 < 17 :

vral

@ Montrer que si a < b, alors on a :

a<2a+b . a—4b<_b
3 3
On suppose que a < b. Alors :
2a+b
a @t <~ 3a<2a+b<a<b : vrai
et m
a_?) <—b<=a—-4b<-3b<a<b: vral
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Résoudre les inéquations suivantes dans R (donner une réponse sous forme d’un intervalle ou d’une

réunion d’intervalles).

1. 3z+2>1 4. =922 + 242 — 16 < 0

2. 5¢42>2 7 % (@ = =a) > B =)
% 4 1 6. Vr—2>x—5

3. 13 <3 7. V2r—5—+xr—3>1

1.
1
3x+2>1<:>3x>—1<:>x>—§
Ainsi I’ensemble des solutions est : S = ] 3 400 {
2.
T+2>2r—T<=3 x> -9 x> -3
Ainsi ’ensemble des solutions est : S = ]—3, +o0[.
> 2z +1
S E!
43

Déja, remarquons que cette inéquation n’a de sens que si la fraction est définie, donc on résout sur
R\ {—3}. De plus :
20+ 1 2¢ 4+ 1 —r—8
<3 <=
x4+ 3 T+ 3 z+3

<0<= —(z+8)(z+3)<0

Les racines sont —3 et —8 et le produit est du signe négatif a ’extérieur des racines, donc I’ensemble des
solutions est :
| — 00, —=8[U] — 3, +0]

4. On a une inéquation du second degré, de discriminant A = (24)2 —4 x 16 x 9 =16(36 —36) =0. Il y a

une unique racine & ce polyndme, qui est — = —. On sait alors que le polynoéme z — —9z2 4 24z — 16 est

du signe de —9 (donc négatif) en dehors strictement de cette racine. L’ensemble des solutions est donc
4 U 4 n
—00, 5 5 T
3 3

(z—2)1—z)>a(b—2) = -2 +32-2> 2’ +or =20 < 2= < —1

5. Développons I'expression :

Ainsi, I'ensemble des solutions est || — oo, —1]|.

6. Déja remarquons que l'expression n’a de sens que si  — 2 > 0. On résout donc sur [2,+oo[. Alors deux
cas se présentent :
— ler cas : x > 5, alors on a x — 5 > 0 et on peut faire :

Vi—2>r-5<=1-2>(@-5) <=2-2>2>-100+25 <= 2> - 11z +27<0

Ona A =112 —4 x 27 = 121 — 108 = 13. Le polynéme a donc deux racines distinctes, qui sont

11+ 13
2

qui valent environ 3.7 et 7.3 et le polynéme est de signe positif & ’extérieur de ces racines.

Ainsi, ’ensemble des solutions dans [5, +o0o[ est [5, H%‘/ﬁ[
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— 2éme cas : x < b, alors on a x — 5 < 0 et alors, puisqu’'une racine est positive, 'inéquation
x—2 > x — 5 est toujours vraie! Ainsi, 'ensemble [2,5] fait également partie de I'ensemble des
solutions.
Finalement, I’ensemble des solutions est :

[2 11+\/ﬁ[
T

Attention, ici il fallait bien faire attention qu’on n’a pas toujours A < B # A% < B2?. En effet, la
fonction x — x? n’est croissante que sur Rt !

V2r—5—+vVx—3>1

Remarquons que 'expression n’a de sens que si 2z —5 > 0 et x — 3 > 0. Autrement dit, on doit résoudre
sur |3, +oo]. Alors

V2r —5—-Vr—3>1+= (V2r—5-Vz—-3)%*>1
—= (20 -5)+ (x —3)—2/(2z —5)(z — 3) > 1
=32 -9>2/222 — 1lz + 15
> (32 — 9)? > 4(22% — 112+ 15) (possible car 3z — 9 > 0)
= 9% — 54z + 81 > 8z — 44z + 60
— 22— 102421 >0

10+ 4

On a A =100 —4 x 21 = 16, donc il y a deux racines : = 7 ou 3. Le signe du polynéme est

strictement positif & I’extérieur des racines, et rappelons-nous que nous résolvons que pour = > 3. Ainsi
b} )

I’ensemble des solutions est
|7, +oo[

Soit ¢ un nombre tel que 0 < ¢t < 1. Ranger dans 'ordre croissant : /¢, t, t2, t3, t\/t.

B <tVt<t< it

Montrer que pour tous réels = et y, on a :

2 +ay+1y2>0

Pour tous = et y on a :
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Pour aller un peu plus loin : manipuler les valeurs absolues

On définit pour tout réel  le nombre « |x| »défini comme la partie positive de z, i.e. :
lz] =2 siz >0, || =—z siz <0

Par exemple, on a |[4| = 4, mais | — 2| = 2.

1. Résoudre ’équation |z| =3 4. Résoudre l'inéquation |z — 3| < 6

2. Résoudre l’équation |3z — 7| = 8 5. Résoudre I'inéquation |3z + 1| < 2

3. Résoudre I'équation |3z — 7| = | — 2z + 1| 6. Résoudre l'inéquation |2z — 5| > 3
1. |x] =3 <=z =3 ou x = —3. L’ensemble des solutions est donc :

{_37 3}

2. 3z —7|=8«=32x—-7=8o0u3dz—7=-8«<=z=50uz=—1
L’ensemble des solutions est donc : )

—=.5
-5}

3.
3r—7=—-2x+1 =20

3z =7 =| -2z + 1| = ou = ou

3r—7T=1-2z x=28/5

Ainsi I’ensemble des solutions est : {i, 6}.

[t —3]| <6< 6<r—-3<6<=-3<xr<9

Ainsi I'ensemble des solutions est [—3;9].

1
|3x+1|<2<:>72<3x+1<2<:>73<3:6<1<:>71<93<g

1
Ainsi I’ensemble des solutions est ] —-1; = [

3
6.
20 —5 =23 =>4
|2z — 5| > 3 <~ ou = ou
20 —5< -3 r<1

L’ensemble des solutions est | — 0o, 1[U]4, +00[.
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Les fonctions logarithme et exponentielle

RAPPELS DES REGLES DE CALCULS AVEC LES LOGARITHMES :

In(a x b) = In(a) + In(b)| |In Y = 1n(a) — )| |n(a®) = bln(a)
b

RAPPELS DES REGLES DE CALCULS AVEC LES PUISSANCES ET LES EXPONEN-
TIELLES :

=a’ x a

’ abte b

In (%)c ZC ’ (ab)® = a® x b°
A retenir:

— Bien avoir en téte les courbes des fonctions de référence (affine, inverse, In, exp, valeur absolue...) permet
de retrouver facilement leurs variations et leurs limites.

— Pour justifier les variations d’une fonction, on pense a étudier le signe de sa dérivée.

— Avec une fonction composée, la premiere chose a regarder est son ensemble de définition: pour quels réels
x 'expression a-t-elle un sens?

Simplifier les nombres suivants :

1. ¢5ln2 4. In(8!) — In(7!) 6. 6Inv2 —In <2—3>
2. 2In(4) — 31n(2) ’

5. 2In (1) +In(3e~2) G
3. In(2+ v3) +In(2 - V3) ' 9 e

1. ePln2 _ 6111(25) — 95

2. 2In(4) — 3In(2) = 41n(2) — 31n(2) = In(2)

3. In(2+v3) +In(2 — v3) = In(2%2 — (v/3)?) =In(1) = 0

4. In(8!) — In(7") = In(8) + In(7!) — In(7!) = In(8)

5. 2In <;> +In(3¢72) = —21n(9) + In(3) + In(e™2) = —31n(3) — 2
23

6. 6Inv2 —In <3> = 31In(2) — 31n(2) + In(3) = In(3)

7. 6%; < =e"+1
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b
On suppose que a? + b? = Tab. Montrer que : In (%) = —(lna+1nb).

1
2

On a a® + b* = 7ab mais aussi a® + b = (a + b)? — 2ab donc

b\” b by 1
(a+b)*—2ab = Tab <= (a+b)? = 9ab <= (a; ) =ab<=2In (a—; >:1n(ab)<:>ln <a—?|)— >:2(lna+lnb)

Supposons que y = v/1 + e2*. Exprimer x en fonction de v.

1
y=Vi+e =Pl =1+eP ==y - l=2r=@’*-1) = :Eziln(f—l)

Supposons que y = In(e® + 1). Exprimer x en fonction de y.

yzln(ex+1)(z)ey:ex—kl<:>ex:ey—1<:>’x:1n(ey—1)‘

x

et —e”
Supposons que y = ———. Exprimer z en fonction de y.
et e *

_62$_1
e 4]

1 1 1
y <:>(62’3+1)y:62”—1<:>e2”(1—y):1+y<:>625”:ﬂ<:> x—21n<+y)

Supposons que In(e? — e”) = y + In(2) — In(e¥ + ). Exprimer y en fonction de x.

2eY
e¥ +e”
= W — ¥ =Y
= (e¥)? —2(e¥) — ¥ =0

In(eY —e*) =y+1In(2) —In(e? + €*) <= e¥ — " =

v 24+ V4 +e2x
=e =0
(2—1—\/44-6290)
<~ y=1In —

Supposons que 2In(z — 2y) = Inz + Iny. Calculer g

2
2In(z —2y) =lnz 4+ Iny < (z — 2y)? = 2y = 22 + 4y® = by —= (m) _5<x>+4:0<:>:c:4
Yy Yy Yy

(il faut que que = — 2y > 0)
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(Inz)? —4lnz-5=0<=hz=—-loulnz=5<=z=¢ oux=¢

n(l+z)<2lnz-1) <= l4+z<(@-1)2 =2 -3r>0<=2(x—3)>0<2 >3
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Nombres complexes (pour les S)

RAPPELS DES REGLES DE CALCULS AVEC LES NOMBRES COMPLEXES :

— L’opération de conjugaison est compatible avec les produits, les quotients, les puissances.

— On multiplie et on divise par le conjugué du dénominateur pour retrouver la forme algébrique d’un
quotient.

— Il est nécessaire de connaitre parfaitement le cercle trigonométrique pour retrouver rapidement un argu-
ment d’'un nombre complexe donné.

— Dans C, une équation du second degré dont le discriminant est nul a deux solutions complexes conjuguées.

— On peut procéder par identification des parties réelles et des parties imaginaires pour résoudre certaines
équations.

Déterminer (sous forme algébrique) le conjugué des nombres complexes suivants :

1. z = (54 20)3 3. = 1=9C+9)
1—2i 520
2. 2o = 1-3; 4. Z4:€i7r/4_

Loz = (5+2i)% = (5+2i)(5+2i)% = (5+2i)(25 + 4% +20i) = (5+ 2i)(21 +20i) = 105 — 40+ 42i + 100i =

5 1-2i  (1—-2)(4+3i) 4—6>—8i+3i [2 1
. 2o = = = - — —
T 4-3i (4-3i)(4+3i) 16 +9 5 5
3 (1—d)(2+4+1i) (B—4)(5+2i) 1744 17+ 1.
. 23 = — — | — -
5 5—2i  (5—-20)(5+2i) 29 20 " 29'
4 2 2
4. zg =€/t —j=cos (%) +isin (%) —i= \2[—1—2' <\2[—1>
Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :
L.z1=5 6. 26 =2i —2V3
2. zp=-36 7 1414
2= —————
3. 23 =—3i T VBi-1
4. z4:\/§i 1—3i 11
5. 25 =5—b5i S
1. z1 =5 : son module est 5 et un argument est 0
2. zg = —36 : son module est 36 et un argument est 7
3. z3 = —3i : son module est 3 et un argument est —m /2
4. z; = v/3i : son module est v/3 et un argument est 7/2
5. 25 = 5 — 5i : son module est |z5| = v/25 + 25 = v/50 = [5v/2| et on a

25 = 5v/2 (\[ \}§Z> = 5V2 (COS (—%) + 2 sin (%))

donc un argument de z5 est —m /4.
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6. 26 = 2i — 2/3 : son module est |z5| = V4 +4x3=+16=4¢ct on a

(1) (5] ()

donc un argument de zg est 57 /6.
1+
V3i—1
14i=vE (32 +i%) = vaem/t
VBi—1=2 (5 i) =262,

7. 27 . Regardons le numérateur et le dénominateur :

i /4 .
Donc z7 = \2/352/3 _ gel(ﬂ/4+27r/3)

1-3i\ "
8. 28—(i_2>
1-3i  (1—3i)(—2—1)

Ona—0b- = = —1+1i=+2e""/% Ainsi,
i

2
. Son module est donc > et un argument est 57 /12

ot

2y = (ﬁgmﬂ)ll _ /o'l e3sim/4

11 LT
Donc le module de z7 est v/2 et un argument est S?’T”, donc autrement dit 1 est un argument de z7.
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Résoudre dans C les équations suivantes :

1. 3i—=7)z+1=1i(3—2) 3. 22+2+1=0
2. 22=-7 4. 22 =-3—4i

(Pour la derniére, poser z = x + iy et déterminer des relations vérifiées par x et y).

1.
Bi—T)z4+1=1i(3—2)
C’est une équation du premier degré.
Bi—T)z+1=i3—-2)<—= Bi—T4+i)z=3i—1
= 4i—-Tz=3i—1
—143i (=14 3i)(—7— 49) 19— 17:
z = = =
-7+ 44 49 4 16 65
2.
22 =7
Autrement dit, on a 22 = 742, donc il y a deux solutions : m
3.
24+241=0
C’est une équation du second degré a coefficient réels.
OnaA=1-4=-3>0, donc il y a deux racines complexes conjuguées qui sont
—144v3
2

4. 22 = -3 —di+= (x+iy)? = -3—4i = { 22+y*=5
2zy = —4
(1I,=2) ou (z,y) = (—1,2) <= 2z=1—-2iou z = —1 + 2i.
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Un peu de logique

Pour vous familiariser avec la logique, vous pouvez lire le document annexe. Pas de panique, nous travaillerons
cale tout au long de ’année.

Une maman dit & son fils : « Les éléves bons en maths sont de bons éleves ».

Son fils lui dit alors : « Je suis un bon éleve donc je suis bon en maths ».
Que pensez-vous de l'affirmation du fils ?

En logique, si la mere dit vrai, on a donc : |Etre bon en maths = Etre bon éleve |.
Rien ne dit que la réciproque soit vraie, donc le fils ne peut pas étre siir de son affirmation.

Les habitants d’une certaine ile sont divisés en deux groupes : le groupe de ceux qui disent toujours

la vérité, et le groupe de ceux qui mentent tout le temps.

1. Vous rencontrez une personne sur cette ile qui vous dit : « Je mens toujours ». Est-ce un habitant de
I'lle ?

2. Quelle question peut-on poser a un habitant de I’ile pour savoir s’il possede un crocodile ou non ?

1. Impossible.
Si la personne disait toujours la vérité, elle ne dirait pas qu’elle ment toujours.
Si la personne mentait toujours, elle ne dirait pas qu’elle ment toujours (sinon elle serait en train de dire
la vérité!).
Ainsi, la personne ne peut pas habiter sur I'ile.

2. 11 faut lui poser la question suivante :
« Si je te demande si tu as un crocodile, vas-tu me répondre oui ?

Si la personne dit toujours la vérité :

* si elle a un crocodile, elle va répondre "oui”

* si elle n’a pas de crocodile, elle va répondre "non”
Si la personne ment toujours :

* si elle a un crocodile, si on lui demande si elle en a un elle va répondre "non” (en mentant), donc elle
ne va pas répondre “oui”’, a la question "vas-tu me répondre oui” elle devrait donc dire normalement
“non”, mais comme elle ment, elle dit "oui”.

* si elle n’a pas de crocodile, si on lui demande si elle en a un elle va répondre "oui” (en mentant), a la
question "vas-tu me répondre oui” elle devrait donc dire normalement “oui”, mais comme elle ment,
elle dit "non”.

Dans tous les cas, si la personne possede un crocodile elle va répondre “oui”, si elle n’a pas de crocodile,
elle va répondre "non”.
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C’est Thomas qui a cassé la vitre, et les menteurs sont Thomas et David.

Etant donné les ages et les situations maritales, on sait que le patron est Mme D, le porte-parole est Mlle E,
Iavocat est Mlle C, le sténographe est M. F, le caissier est M. B et ’adjoint est M. A.
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Reformulez les implications suivantes sous la forme « Si ...alors... »

Toute fonction dérivable sur l'intervalle [a, b] est continue sur [a, b].
La somme deux entiers impairs est un nombre entier pair.

Je me fache des que je lis une bétise.

Le carré d’'un nombre réel est positif.

Je prends mon parapluie chaque fois qu’il pleut.

Le produit de deux nombres négatifs est positif.

Faire des maths me suffit pour étre heureux.

Toute suite croissante et majorée est convergente.
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Je progresserai pourvu que je travaille régulierement.
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La dérivée d’une fonction dérivable et croissante est positive.
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. Il est nécessaire de posséder un permis pour conduire.
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. La fonction f s’annule en z = 0.
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. La fonction f ne peut s’annuler qu’en z = 0.
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. Deux droites perpendiculaires a une méme troisieme sont paralleles entre elles.

1. Si une fonction est dérivable sur un intervalle [a,b], alors cette fonction est également continue sur
I'intervalle [a, b].
2. Si deux entiers sont impairs, alors leur somme est un nombre entier pair.
3. Si je lis une bétise, alors je me fache.
4. Si un nombre z est le carré d’un nombre réel, alors x est positif.
5. S’il pleut, alors je prends mon parapluie.
6. Si deux nombres sont négatifs, alors leur produit est positif.
7. Si je fais des maths, alors je suis heureux.
8. Si une suite est croissante et majorée, alors elle est convergente.
9. Si je travaille régulierement, alors je progresserai.
10. Si une fonction est dérivable et croissante, alors sa dérivée est positive.
11. Si je conduis, alors nécessairement je possede un permis de conduire.
12. Si x =0, alors f(z) = 0.
13. Si f(x) =0, alors = = 0.
14. Si deux droites sont perpendiculaires & une méme troisieme, alors elles sont paralleles entre elles.
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