Hypokhagne B/L Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

1 Calcul de sommes infinies

Déterminer si les séries suivantes sont convergentes et si oui, calculer leur somme :

1 n+1 2
8 n;”(”_l)' ln<n> 4 7;(2714—1)(2714—3)'
In(n)Iln(n + 1)

T4} B 253

n>=1 n>1

Montrer que les séries suivantes sont convergentes et calculer leur somme.

1 1 3
1.227 3.22%!. 5.25n 72%

n>0 n>0 nz1 n>=0
2
n n + 2" n+1 n® + 3n
2. ) e 4D 6> — T

n>=0 n>0 n=0 n>0
1 X1
On admet que la série ; ) converge et que nzl 2 g

nz =

Calculer les sommes suivantes, apres avoir justifié leur convergence :

Yo Yot Y
27 27 2
— (2n) o (2n+1) —n
too 22n too 2n+l
Soit z un réel fixé. On note A = ;::OW et B = ;::Om

1. Justifier que A et B existent.
2. Calculer A+ B et A — B. En déduire les valeurs de A et B.

2 Convergence de séries

Déterminer la nature des séries de termes généraux :

1 1 In(n)
S — (14— 8.
w(n+ 1) ’ “( +n?)

1
2. exp <2> ( 1 ) 1
6. In{14+ —— n(n)
3 22n—1:—n n? +1 -

1. /1 n 42
4. 3 sin (n) 7. In (22"—1—1) 10. (V" =1)m <1+%>

On rappelle qu’au voisinage de 0, on a : In(1 + x) ~o L e’ —1 ~o &
r—r Tr—r
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Hypokhagne B/L Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

3 Comparaison somme/intégrale (méthode des rectangles)

6]

1. Pour tout & > 1, montrer que :

2. En déduire que pour tout n > 2, on a :
n+1 n n
1 1 1
—dt < — < / —dt+1
/1 t2 ’; k2 1 t2
“+oo 1

Conclure que la série de terme général 1/k? est convergente, et donner un encadrement de Z 7z
k=1

1. (a) Pour tout k > 2, montrer que :

1 k+1 1 1
——— = < dt <
(k+1)In(k+1) /k tIn(t) kln(k)

1
(b) En déduire que la série ng m diverge, et déterminer un équivalent de kzﬂ m

2. Montrer, en utilisant une méthode analogue de comparaison somme/intégrale, que la série E

nin®(n
n>=2

A Paide d’une comparaison somme /intégrale, montrer que :
n
1
25y e )
k=1

@ A Paide d’une comparaison somme/intégrale, montrer que pour tout réel o < 1,

n

1 nlfa
Z ko notoo 1 —
k=1
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Hypokhagne B/L Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

4 Suites et séries

Soit (ay,) la suite définie par a3 =0, ag =4/9 et :
1 2
Vn > 1, Upy2 = gan—&-l + §an

Montrer que la série de terme général a,, converge, et vérifier que :

+oo
> =1
n=1

Soit (uy,) définie par ug =1 et Vn € N, u,y1 = In(e" — uy).

1. Montrer que Vn € N, u,, > 0.

2. Montrer que (u,) converge vers une limite & déterminer.
—+oo
Montrer que _ u, converge et calculer E Up,.

n=0

had

12| Soit (uy,) définie par ug €]0,1[ et Vn € N, upi1 = up, — u2.

Montrer que Vn € N, 0 < u,, < 1, puis que (u,) converge vers 0.

l\.’))—‘.

2
Montrer que Y uZ converge et calculer sa somme.

3| Soit (uy) définie par ug € RT™ et Vn € N, uy 11 = upe 4.

Montrer que la suite (u,) converge vers 0.

H
[Nl

On pose pour tout entier n, v, = In(uy).
n

Montrer que pour tout n € N, Z Ul = Vo — Unt1-

k=0
3. En déduire la nature de la série E Up,
n=0
Soit a un réel et n un entier naturel non nul. On considére I’équation suivante :

" +n“r—-1=0

1. Montrer que cette équation admet une unique racine positive, qu’on note x,,.
2. Etudier la convergence de la suite (,,),>1 lorsque a > 0.
3. On suppose que a > 0.

(a) Déterminer un équivalent de z,, quand n tend vers +oo.

(b) Etudier la convergence des séries suivantes :

me Zln(l’n), Zln(l +28)  (avec B € R), Z (;gn — nla)
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Hypokhagne B/L

Exercices Chapitre 12 - Sommes et Séries

5 Etude de séries

1.
2.

—_

—_

3. Montrer que la série de terme général

_ In(n) .

Soit la suite (uy)n>1 définie par Vn € N*, u

Montrer que (u,) décroit & partir du rang 3.

Etudier la nature des séries suivantes :

Zun, Zl (“nﬂ) Z un Zl—i—un Zu”’ Z —1)"up,

n>1 n>2 n>1

Vérifier que pour tout n > 1, on a :

En déduire que pour tout n > 1 :

1
Conclure que la série —— converge et que sa somme vaut In(2).

1 — exp(—nz)

nn+1)
Montrer que la série de terme général v, (x) converge. Dans la suite de l’exercice, on note

+oo
x) = Z vn ()

Pour tout n > 1 et tout réel « > 0, on note : v, (z) =

En admettant que pour tout réel y €] — 1, 1], on a

Zy —1In(1 —y)

montrer que

f(x) = (1 = exp(z)) In(1 — exp(—))

n

1414

dt. Montrer que la suite (I,,) converge vers 0.

1 1 n -1 k
En utilisant que 7= / t*=1dt, calculer la somme Z %
0 k=1

1

1. Pour n € N, on note I, = /
0

en fonction de I,,.

_1)n
En déduire la convergence de Z Q
n

n

=D
nn+1)

converge et déterminer sa somme.

2020-2021 Lycée du Parc

4/4



