Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 05 - Applications et fonctions usuelles

1—e*
14 ez

Soit la fonction f définie par f(x) =

puis montrer que f est impaire sur Dy.

Déterminer le domaine de définition D de la fonction f,

Puisque pour tout x € R, €¢* > 0, on a 1+ €* > 1, donc le dénominateur ne s’annule jamais. La fonction f
est donc bien définie sur Dy = R. De plus pour tout = € R,

Cl—e® e (e 1) e -1

S lte® e @(er+1) er4+1

f(=z) —f(x)

La fonction f est bien impaire.

Etudier les axes et centres de symétrie des fonctions suivantes :

22 —5r—17T e *

fila) = R =

r—1

Pour tout z € R,
fi(z) existe <= z—1#0<=z#1

Ainsi, le domaine de définition de f; est D =] — oo, 1[U]1, +00[
S’il y a une symétrie, les  doivent étre symétriques par rapport a 1.

Regardons donc f1(1+ h) et fi(1 — h) pour voir s’il y a une relation.

(1-h)?=5(1—h)—7 1-2h+h>-5+5h—T7 h*+3h—11 —h*—-3h+11

1—h)=
Al =h) (1—h)—1 —h —h h
1+h)2=5(1+h)—7 14+2h+h*—5—-5h—7 h®—3h—11
sy = AFRE=504R) =T _
(14+h)—1 h h
On a donc

Sl =h)+ fi(1 +h) = -6

autrement dit, pour tout A > 0,
fi(l —=h)+ fr(1+h)
2

Autrement dit, le point (1, —3) est un centre de symétrie de la courbe représentative de fi.

= -3

Pour tout z € R,

Fol—2) e et 1
—r) = = =
2 1+e* e%(e®+1) 14e®
On a donc .
14+e”
fa(x) + fo(—2x) = —_—

autrement dit, pour tout x > 0,

fo(x) + fo(=2) 1

2 T2

Ainsi, le point (0,1/2) est un centre de symétrie de la courbe représentative de fo.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 05 - Applications et fonctions usuelles

Soit f : R — R une fonction telle que f o f soit croissante sur R et fo fo f soit strictement décroissante

sur R.
Montrer que f est strictement décroissante sur R.

Soient a,b deux réels tels que a < b.

Supposons qu’on ait f(a) < f(b). Alors, puisque f o f est croissante, on aurait f o f(f(a)) < fo f(f(b)), soit
fofof(a)< fofof(b).Or, fofof eststrictement décroissante sur R. Ainsi, puisque a < b, on devrait avoir

fofof(a)> fofof(b):on arrive & une contradiction.

Ainsi I'hypothese f(a) < f(b) était nécessairement fausse! On a donc obligatoirement f(a) > f(b).
On a donc montré que si a < b, alors f(a) > f(b). Autrement dit, f est strictement décroissante sur R.

Soit f une fonction définie sur R vérifiant :

1

* <1 —
Ve e R*, f(z) <1 =~

Justifier que f est majorée sur R.

Pour tout z € R, 22 > 0, ainsi pour tout z € R*, ona 1 — m% <1
On a donc
Ve e R, f(z) <1

On veut trouver un M € R tel que Vz € R, f(z) < M.
Prenons My = max(f(0), 1), alors, on a bien :

VxGR*,f($)<1<M0

et aussi
f(0) < My

ainsi, on a bien pour tout z € R, f(z) < Mp. Ainsi, f est majorée.

Soient les fonctions f et g définies sur [0, +oo| par

Montrer que les fonctions f et g sont bornées.

Pour f, on peut regarder les variations de la fonction.

f est un quotient de deux fonctions polynomes : c’est une fonction rationnelle. f est donc bien dérivable puisque

le dénominateur ne s’annule jamais sur [0, +o0c[. De plus,

Vz € [0, +o0], f'(x) = —(1+2) - (=z) =

—1

(1+2)?

Ainsi, f est décroissante sur [0, +o0o[. On a facilement que f(0) =0 et

. . —XT
m fle) = Hm ===l

Ainsi, f est décroissante et va de 0 a —1.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 05 - Applications et fonctions usuelles

—1

Ainsi, en particulier, elle est minorée par —1 et majorée par 0. Donc f est bien bornée.

1 1
On sait que Vz € [0,4+00[, —1 < cos(z) < 1. De plus, six > 0,ona 2+ x > 2, donc 0 < 7 < 7
x
1 1
Ainsi, pour tout = € [0, +o00], ~5 < cos(x) < 2 et donc g est bornée sur [0, +oo].
Soit la fonction f définie sur [0, 400 par f(z) = — - _T_ .
i

1. Sur [0, +00] la fonction f admet-elle un maximum ? un minimum ?

2. Montrer que f est bornée sur [0, +oo[. Déterminer ses bornes inférieures et supérieures.

1. On a déja tracé le tableau de variations de la fonction f dans l'exercice 05.5. La fonction est décroissante
sur [0, 4o0].

Ainsi, 0 est un majorant de f et —1 est un minorant de f. Puisque f(0) = 0, le majorant de f est
atteint : c’est un maximum pour f. Cependant, f n’admet pas de minorant. En effet, f va diminuer pour
se rapprocher de —1 mais ne va jamais l’atteindre :

flx)=—1<== =—-1<= —12=-2—1<= —1=0 :impossible

Ainsi, la fonction f n’admet pas de minimum.

La borne supérieure de f est son plus petit majorant, c’est donc ici le maximum qui est 1.

La borne supérieure de f est son plus grand minorant, ¢’est donc ici —1 : ¢’est un minorant, et on ne peut
pas en avoir de plus grand.

Résoudre dans R I'inéquation

22+ 1]+ 1 — 2| < 3

Essayons d’enlever les valeurs absolues.

l—-220<«<=z<1

et
1
2x+1>0<:>2x>—1<:>x>—§
Il faudra différencier en tout trois cas :
1 1
T € —00,—5 1> T € —5,1 , x € [1,400]
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 05 - Applications et fonctions usuelles

1
ler cas : Soit x € ] —00, 2] . Alors I’équation est équivalente a

—2z+1)+(1—-2)<3<—= 3 <3 <=z >-1

1
Ainsi, sur l'intervalle ] —00, —2] , les solutions sont

1
81 == |:1, —2:|

1
2éme cas : Soit x € {—2, 1]. Alors I’équation est équivalente a

2x4+1)+(1—2)<3<=2x+2<3 < x <1 :tjsvrai

1
Ainsi, sur l'intervalle [—2, 1] , les solutions sont

1
s:= 3]

3éme cas : Soit = € [1,+00]. Alors I’équation est équivalente &

2xr4+1)—(1—-2)<3<=3x<3<=x<1

Ainsi, sur l'intervalle [1,+o0], seul 1 est solution.
Finalement, ’ensemble des solutions est donc

S=[-1,1]

Montrer que pour tout z € R, Ent(z 4+ 1) = Ent(x) + 1.

Soit x € R. Notons Y = Ent(x) + 1. Montrons que Y = Ent(x + 1), autrement dit il s’agit de montrer que
Y est un entier et que
Y<z+1<Y+1

Y = Ent(z) + 1, donc puisque Ent(z) est un entier, on a bien Y € Z également.
De plus, on sait que
Ent(z) < x < Ent(z) +1

Ent(z) +1 <2+ 1< (Ent(z)+1)+1

autrement dit
Y<z+1<Y+1

Ainsi, Y est un entier vérifiant Y < x + 1 <Y + 1, par définition, c’est exactement la partie entiere de x + 1.
Donc Y = Ent(x + 1).
On a donc montré que
Ent(x +1) = Ent(z) + 1
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 05 - Applications et fonctions usuelles

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes, préciser leur domaine de dérivabilité et
calculer leur dérivée la ou elle existe :

1. frz—=V222+32x+1

. g “x2—5
3. h:z~ In(In(|z|))

4. u: x> Ind(z)

5. v:xz —In

x
x2—1

6. w:;v»—)(l-i—m)%

=~

z:x+— xy/—In(x)

1. fixz— V222 + 32+ 1.
Soit € R. Alors :
f(z) existe <= 222 +3x+1>0

Le polynéme 2X2 + 3X + 1 admet comme racine évidente —1 et le produit des racines doit faire % donc
I’autre racine est —%. On sait qu’'un polynéme de degré deux est du signe du coefficient dominant &
I’extérieur des racines, on en déduit que :

1
f(z) existe <= 222 +3x+1>0 <=z €] — 0o, —1]U [—5,—&—00[

e La fonction x — 222 + 3z + 1 est :

~ dérivable sur | — oo, —1[U] — 3, +00]

— a valeurs dans |0, +oo[ sur ce domaine (on a enlevé —1 et —1/2)
e La fonction ¢ — /¢ est dérivable sur |0, +-o0]
Par composition, f est dérivable sur | — oo, —1[U] — 3, +oo|.

V €] — oo, —1[U] — %,4—00[, f(z) = Vu(z) avec u(r) = 22 + 3z + 1

Ainsi
1 1 4+ 3
Vo €] — oo, —1[U] — =, 4+o0[, f'(z) = v/ (x =
] Y] 2 L f (@) ()2 u(x) 2V2x%2 4+ 3x + 1
9 . 2z + 3
. g .
g z2 -5

Soit z € R. Alors :
2x + 3

—_ >
g(x) existe <= < 22—-5 >0

22 —5#0

2x+3>0

x2 -5
Y VBB

@éxe]_¢a—ﬂL4¢a+m[

—

e La fonction z — iﬁfg est :
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 05 - Applications et fonctions usuelles

— dérivable sur ]—\/5, —%[U]\/g, +oo[

— a valeurs dans |0, +o0o[ sur ce domaine (on a bien enlevé —3/2)
e La fonction ¢ — /¢ est dérivable sur ]0, +-o0]
Par composition, g est dérivable sur ]—\/5, —% [ U ] V5, +00 [

Vxe]—\/g,—;)[u}\/g,-i-oo[, 9(x)

v(x)

w(x)

Puisque u(z) =

_2:13+3
x2-5

u(z) avec u(x)

avec v(z) =2z + 3 et w(zr) = 2% — 5, on a

Ainsi

3. h:zw~— In(In(|z|)).
Soit z € R. Alors :

e La fonction z +— |z| est :

w()? N (22 —5)?

2(x? —5) — 2z + 3)2z  —22? — 61 — 10
T (@52

) —2% -3z -5

— dérivable sur |—oo, 1[U |1, +o0o[ (puisque 0 n’est pas dedans)
— & valeurs dans |1, +-00[ sur ce domaine

e La fonction ¢ — In(t) est

— dérivable sur |1, +o0]

— a valeurs dans |0, +oo[ sur ce domaine

e La fonction u +— In(u) est

— dérivable sur ]0, 4o0|

Par composition, g est dérivable sur |—oo, 1[U]1, +oo].

De plus,

V€] — o0, 1{U]l, 400, h(z) = { In(In(—

ler cas : sur |1,4o00[. Alors

In(In(x)) six>1
x)) siz<l1

Ve > 1, h(z) =In(ln(z)) = In(u(z)) avec u(z) = In(z)

donc

2éme cas : sur | —

00, —1[. Alors

Vo <1, h(z) =In(In(—2z)) = In(v(z)) avec v(z) = In(—=x)
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 05 - Applications et fonctions usuelles

De plus, v(x) = In(w(z)) avec w(z) = —x, donc v'(z) = “;UI((;)) ==L =1 Ainsi
/
1
L)
Vo <1, h(z) v(x) zln(—x)

4. u:x+— In3(z) Soit 2 € R. Alors :
u(z) existe <= In(z) existe <= = >0

De plus, Vz € R, u(z) = In®(z) = In(z) x In(z) x In(z).
La fonction x +— In(x) est dérivable sur |0, +oo[, donc par produit, la fonction u est bien dérivable sur

10, 4+o0[.
Vo >0, u(z) = v(z)® avec v(zx) = In(z)
donc
Vo >0, u'(z) = v'(z) x 3v(z)? = %an(x)
x
LU In|——-
5. v:xz—1In o 1‘
Soit z € R. Alors :
x
v(x) existe < x? — 1' >0
22 —1#0

x#0
<:>{ 22 —1#0
— zeR\{-1,0,1}

e La fonction x — —*5 est :
— dérivable sur R\ {—1,0,1} (fonction rationnelle de dénominateur ne s’annulant pas)
— a valeurs dans R* sur ce domaine (on a enlevé 0)
e La fonction ¢ — [t| est
— dérivable sur R*
— a valeurs dans |0, +oo[ sur ce domaine
e La fonction u +— In(u) est
— dérivable sur |0, +o0]
Par composition, v est dérivable sur R\ {—1,0,1}.

De plus,

Vz € D,, —1
x € v(z) =1In o

ﬂfl‘ — In(Jz]) - In(jz — 1]) — In(|zz + 1)

ler cas : x €] — oo, —1[,alors x <0,z — 1 <0et x +1<0.
v(z) =In(—z) —In(—z+1) — In(—z — 1)

et
/(x) -1 -1 -1 1 1 1
v = —_—— —_ = - —
—x —x+1 —xr—1 r x—1 x+1

2éme cas : x €] —1,0[, alors x < 0,z —1<0et xz+1>0.

v(z) =In(—z) —In(—x +1) —In(z + 1)
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 05 - Applications et fonctions usuelles

et
, -1 -1 1 1 1 1
v(x) = — — — = — — — —
—r —x+1 z+1 r x—1 x+1

et

4éme cas : x €]1,+o0[, alors x >0,z —1>0et x4+ 1> 0.
v(z) =In(z) —In(x — 1) —In(z + 1)

ot 11 1
/ U —
U(x)_:v x—1 x+1

On remarque donc que dans tous les différents cas, on a :

1
x

6. w:xr— (1+x)
Soit z € R. Alors :

1
w(z) existe <= exp ( In(1+ x)) existe
x

1+x2>0
@{x#o

<=z €] — 1,0[U]0, 4+o00[

e La fonction x — 1 4z est :
— dérivable sur | — 1,0[U]0, +o00[ (polynome)
— a valeurs dans |0, 1{U]1, +o0o[ sur ce domaine
e La fonction ¢ — In(t) est
— dérivable sur |0, 1{U]1, +o0]
— a valeurs dans R sur ce domaine
Donc par composition, la fonction = — In(1 + ) est dérivable sur | — 1,0[U]0, +o0].

La fonction z — 2 est également dérivable sur ] — 1,0[U]0, +-o00[ (fonction inverse), donc par produit, la
fonction = — L 1In(x + 1) est dérivable sur | — 1,0[U]0, +oo[ et & valeurs dans R.

Enfin la fonction u — e* étant dérivable sur R, par composition, la fonction w est bien dérivable sur
] —1,0[U]0, +o0].

Va €] —1,0[U]0, +o0o[, w(z) = exp <; In(1 + :c)) =exp(u(z)) avec u(z) = %ln(l + )

v(z)

w(x)

De plus, u(z) = avec v(z) = In(1 + z) et w(z) = z. donc
v(w)w'(z) 7 —In(l+2)

w_ac))2 N x?

—~

2011-2012 Lycée du Parc 8/12



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 05 - Applications et fonctions usuelles

Ainsi

Vz €] — 1,0[U]0, +oo[, w'(z) = u/(z) exp(u(x)) = - (:i;j)ll;;(; +2) exp <alc In(x + 1))

7. z:x— xy/—In(x)
Soit x € R. Alors :

In(z ex1ste

{ ex1ste

m>0 — x>0 x>0
In(z) <0 r<1

z(x) existe <=

Iz — z €]0,1]
e La fonction z — In(x) est :

— dérivable sur |0, 1]

— a valeurs dans | — 00,0 sur ce domaine
e La fonction t — —t est

— dérivable sur | — oo, 0[

— a valeurs dans ]0, +-00[ sur ce domaine
e La fonction u — /u est

— dérivable sur |0, +oo]|
Donc par composition, la fonction z — /—In(x) est dérivable sur ]0,1[. La fonction z — x étant égale-
ment dérivable sur |0, 1[, on en déduit que par produit, la fonction = — z/—In(z) est bien dérivable sur
0,1]

Vr €]0,1], z(z) = a(z)b(z) avec a(x) ==z, b(x)y/—In(z)

donc
Vz €]0,1], z(z) = d'(2)b(z) + a(x)b ()
Or, b(z) = \/—In(z) = \/u(z) avec u(z) = —In(z), donc V'(z) = 2?/@7) 2:5\/__1111(36). Ainsi
"() = /—1In(z) — S
vz €]0,1], 2'(z) = In(x) NaTe)

05.10| Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

1. In(v2z-3) =In(6 — z) — 1ln(;c)

2
2. e2z—1 _ \/e22+2 _ 903 —
3. In(j2z + 1)) <1

1. On résout dans R I’équation :

(*) :In (V22 —3) =In(6 — z) — %ln(z)

Déja les termes de I’équation n’ont de sens que si :

20 —3>0 x> 3
3
6—xr>0 < r<6b << «xc€ ,6
2’
x>0 x>0
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On résout donc uniquement dans l'intervalle | D = } > 6[

Alors pour tout z € D,

6—x
V2zx — 3z )
6 —x -

— /(2x - 3)x = (6 — )

— 2(22 —3) =36 — 12z + 22
— 22 — 3r = 36 — 12z + 22
=22 +9r-36=0

A = 81 +4 x 36 = 81 + 144 = 225. Donc I’équation z? + 9z — 36 = 0 admet deux solutions qui sont
T = # =—12 et 29 = # = 3. Or, sur ces deux solutions, seule xo appartient a ’ensemble D de
résolution.

L’équation (x) n’a donc qu’'une solution :

2. e?®~1 _ \fe2e+2 _ 2¢3 = () Puisque pour tout y € R, €Y > 0, il n’y a pas de probleme de définition. On
peut donc résoudre sur R.

(%) = 221 = Ve2et2 _ 263 =
= el — Tl _2e3 =0
— e 1(e®)2 —e(e®) —2e3 =0
= e lX?—eX -2 =0 avec X = e”

A = (—e)? +8e%e1 = e? + 82 = 10e2.
L’équation en X admet donc deux solutions qui sont : X; = 6%7?/5 = ¢? (% + \/5) et Xy = e? (% — \/5)

Alors, on résout les équations e® = X et e® = Xy. La deuxiéme est impossible puisque X? < 0 et qu’on
doit avoir e® > 0. Ainsi

(x) == e = ¢ (;+\/S>

@x:ln@z(;wﬁ))

1
<:>m:2+ln<2+\/5>

L’équation n’admet donc qu’une solution :

)
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3. (%) :In(]2z+1]) < 1
L’équation n’a de sens que |2z + 1| > 0, autrement dit, si 2x + 1 # 0, autrement dit si x # —%. On résout

donc sur
1
D=R -
{3

(¥) <= In(|2z 4+ 1|) <1
<= In(|2z + 1]) < In(e)
< 2z+1|<e

Alors

<— —e<2z+1<e
<— —e—-1<2xr<e—1
—1—e —1+e
— <z <
2 v 2

Ainsi, puisqu’on doit enlever —1/2 (qui n’est pas dans D), 'ensemble des solutions de cette inéquation

—1—e 1 1 —-1+e
8"[ 2 ’_2[U}_2’ 2 }

est :

05.11| Soit a > 0. Tracer ’allure de la courbe des fonctions

fix—e®®

g:xr—e

Voici par exemple les courbes pour o = 2 :

-2 = ] 1

o

x—exp(2x) x'—-exp(-2x}|
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05.12| Représenter sur un méme graphique (utiliser des couleurs) les courbes des fonctions :

1
z—lzez o2 -2, 2 VE, e =
x
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