Hypokhagne B/L

Exercices Chapitre 14 - Applications linéaires

Déterminer si les applications suivantes sont linéaires ou non. Si
oui, déterminer leur noyau et leur image.
1 f R* — R3
(x,y,2,t) — (z—y+1t,2z,y+2)
R3 — R3

2 Ja (z,9,2) — (z+y,52+y,0)

3. fy - RZ — RS

P (ay) — 2z +y,0,2+2y)

i R3 — R?

s (x,y,2) — (2z—2,y+2)

5. fs R  — R

S5 (x,y,2) — (y+2z,2+y+z,2—y+2x)

Soit f € L(FE). Montrer que

fof=0 < Im(f)CKer(f)

Plus généralement, si E, F', G sont trois espaces vectoriels et si f € L(E, F)
et g € L(F,G), montrer que

gof=0 <= Im(f) C Ker(g)

Soit E un espace vectoriel et soit f € L(E)

1. Montrer qu’on a toujours Ker(f) C Ker(f?)
2. Montrer qu’on a toujours Im(f?) C Im(f)

3. Montrer qu’on a :
(Ken() = Ken()) = () i) = (02 )
4. Montrer qu’on a :

<Im(f) = Im(f2)) — (E =Im(f) + Ker(f))
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Soient f et g deux endomorphismes d’'un espace vectoriel E qui
vérifient :
fogof=f et gofog=yg
1. Montrer que E = Ker(f) @ Im(g) et que E = Ker(g) ® Im(f)
2. Montrer que f(Im(g)) = Im(f)

Soit E un ev et soit f € L(E) vérifiant f2 —5f + 61dg = 0.

Montrer que Im(f — 3Idg) C Ker(f — 21dg).
Montrer que Im(f — 2/dg) C Ker(f — 31dg).
Montrer que E = Ker(f — 3Idg) ® Ker(f — 2Idg)

Montrer que Idg est combinaison linéaire de f —3Idg et f —2Idg.
En déduire que E = Im(f — 2Idg) ® Im(f — 21dg)
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: CMu(R) — M,(R)
Soit A€ Mn(Ret p: 0 1 T

Montrer que ¢ est linéaire et en déduire que I’ensemble des matrices qui
commutent avec A est un sous-espace vectoriel de M, (R).

Soit n > 1 et soit £ = R,[X]. On définit 'application ¢ sur E
par VP € E, ¢(P) = P'.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de F.
Déterminer son noyau et son image.

2. Calculer (Idg — ¢) o (Idg + ¢ + @2 44 ™).

3. Montrer que ¢ est un endomorphisme nilpotent de E, i.e. qu’il existe
un entier ¢ > 1 tel que 9?9 =10

4. Montrer que Idg — ¢ est un isomorphisme de E

Soit ¢ lapplication définie sur Ry[X] par :

VP € Ry[X], p(P) = (X?> - 1)P" 4+ (-X +1)P'

Montrer que ¢ est un endomorphisme de Ry[X]. Déterminer son image
et son noyau.
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