
Hypokhâgne B/L Exercices Chapitre 16 - Développements limités

16.1 Déterminer le développement limité au voisinage de 0 des fonc-

tions suivantes à l’ordre n donné :

1. x 7→ ln(1 + x) + ex, n = 4

2. x 7→ e−x ln(1 + x), n = 3

3. x 7→ ln(1 + x+ x2), n = 3

4. x 7→ tan(x), n = 5

5. x 7→ (1 + 2x)
1

1+x , n = 3

6. x 7→ x

ln(1 + x)
, n = 3

7. x 7→ ln(1 + cos(x)), n = 5

8. x 7→ x− x3 + x4, n ∈ {2, 4, 15}
9. x 7→ Arctan(x), n = 5

10. x 7→ 1√
1− x2

, n = 4

11. x 7→ Arccos(x), n = 5

12. x 7→ eArcsin(x), n = 5

13. x 7→
√

1 +
√

1 + x, n = 2

14. x 7→
√

cos(x)−cos(
√
x), n = 3

15. x 7→ x− sin(x)

1− cos(x)
, n = 3

16. x 7→
∫ x

0
exp(−t2)dt, n = 5

16.2 Déterminer le développement limité en 0 à l’ordre 4 de la fonction

f : x 7→ ln(1 + e−x) . En déduire f ′(0), f ′′(0), f (3)(0) et f (4)(0).

16.3 Calculer les limites suivantes :

1. lim
x→0

ex − 1− x
x2

2. lim
x→+∞

x ln(x+ 1)− x ln(x)

3. lim
x→0

ex − 1− sin(x)

cos(x)− 1

4. lim
x→0

esin(x) − 1− x cos(x)

x3

5. lim
x→0

ln(cos(x))

x2

6. lim
x→1

ex
2+x − e2x

x− 1

7. lim
x→+∞

(x3 + x)1/3 − (x3 − x)1/3

8. lim
x→1

xx − x
1− x+ ln(x)

9. lim
x→+∞

x
(
ln(x2 + x+ 1)− 2 ln(x)

)
10. lim

n→+∞

(
2

√
1 +

1

n
−
√

1 +
2

n

)n2

16.4 Soit f définie sur ]0, π] par : ∀x ∈]0, π],
1

sin(x)
− 1

x
.

Montrer que f admet un prolongement de classe C2 au voisinage de 0.

16.5 On pose ∀x ∈]− 1, 0[∪]0,+∞[, f(x) =
ln(1 + x)− x

x2
.

1. Déterminer le DL2(0) de f . Montrer alors que f peut être prolongée
par continuité en 0 et que ce prolongement est alors dérivable en 0.

2. Déterminer alors l’équation de la tangente en 0 et étudier la position
de la courbe de f par rapport à sa tangente en 0.

16.6 Soit f : x 7→ x+ ln(1 + x).

1. Montrer que f admet au voisinage de 0 une fonction réciproque et
que f−1 admet un développement limité à l’ordre 3 en 0.

2. Calculer ce développement limité.

3. Mêmes questions pour f : x 7→ x+ x2 + x3.

16.7 On pose f(x) =

√
1− x
1 + x

. Déterminer l’équation de la tangente à

Cf au point d’abscisse 0, ainsi que la position relative de Cf par rapport
à cette tangente.

16.8 On pose pour tout x > 0, f(x) =
x

1 + exp(1/x)
.

Montrer qu’on a f(x) =
1

2
x− 1

4
+

1

48x2
+

1

x2
ε(x) avec ε(x) −→

x→+∞
0.

Que peut-on en déduire graphiquement ?

16.9 Donner un DL à l’ordre 2 de f(x) =

√
1 + x2

x+ 1 +
√

1 + x2
en 0, +∞

et −∞. En déduire l’allure de Cf au voisinage de +∞, −∞, et 0.

16.10 Soient a, b deux réels et g : ln(1 + 2x)− a sin(x)− bxex.

Déterminer a et b pour que g soit négligeable devant la plus grande puis-
sance possible au voisinage de 0, puis donner dans ce cas un équivalent
de g en 0.

16.11 Déterminer les réels a, b, c tels que
1 + aex + be2x + c sin(x)

x3
admette une limite finie en 0.
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