HKBL 2020-2021
Devoir maison n°8
Pour le O3 mars

Traiter un exercice au choix :

Exercice 1 : Suite de |I'exercice 3 du DS2

2. On souhaite maintenant déterminer I’ensemble C des matrices
M qui commutent avec A, c’est-a-dire telles que AM = M A.
Pour cela, on considere d’abord C’ I'’ensemble des matrices qui
commutent avec 7T'.

(a) Traduire le fait que la matrice M = ( ccl Z ) commute

avec T sous forme d’un systéme d’équations linéaires d’in-
connues a, b, c et d.

(b) En déduire que : C' = {( 8 Z ) , a,be IR}.
(c) Montrer que pour toute matrice K € My(R),

KeC«= P 'KPe(l

(d) En déduire toutes les matrices de C et montrer qu’elles
s’expriment toutes comme combinaisons linéaires de deux
matrices que I'on précisera.

Exercice 2 :

On désigne par E Despace vectoriel R® et par B = (77 k) la base canonique de E. On

-1 2 =2
considére f € £(E) dont la matrice est M = % 2 -1 -2
-2 -2 -1
1. Montrer que I'endomorphisme f est bijectif et donner la matrice de f~!. Que remarque-t-on ?
2. Montrer que I'ensemble D des vecteurs u de E tels que f (7) = W est un sev de E. En donner une
base.
3. Montrer que I'ensemble P des vecteurs u de E tels que f (T[) = — est un sev de E. En donner

une équation cartésienne.
4. On pose Q = {(z,y,2) € E; y+ 2 = 0}. Montrer que f(Q) = Q.
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. _[a b )
2. (a)Sth—(C d).Alors.

MT=TM<:>(Q a+b>=<a+c b+d)
c c d

(b) D’apres la question précédente, on a donc :
’_ a b — —
C_{(c d)/a—dctc-O}

(c) Soit K € M,(R).
KeCe AK=KA
o
Bn multipliant a gauche par P~! et a droite par P.Ona
KeCeoTP'KP=P'KPT < P 'KPcommuteavec T& P KPeC'’

((32). e

r

. . . a b
a (KeC&ilexistea, beRtelque * 1KP=(0 a)‘
p _ a b 1

PN K= P( 0 a P
p
e [ a+6b —4b
| = K= ( 9% a-6b )
I Ainsi, toutes les matrices qui commutent avec A sont celles qui s’expriment comme une combinaison
e linéaire de I et de 6 —4
B > de I e 9 —¢ )

q
Remarque : C est le sous espace vectoriel de M,(R) engendré par I. et (g :g), il est de dimension 2.
e

kxercice 2 :

1. Méthode 1 : Montrons que f est injectif c’est-a-dire ker(f)={0}. Cela suffit car f est un endomorphisme donc il est
- bijectif si et seulement s'il est injectif (attention cette méthode ne permet pas de déterminer la matrice de f~1) ...

Méthode 2 : Montrons que f est surjectif c’est-a-dire rg(f)=3. Cela suffit car f est un endomorphisme donc il est
bijectif si et seulement s'il est surjectif (attention cette méthode ne permet pas de déterminer la matrice de f71) ...

Méthode 3 : Montrons que 3M est inversible et calculons son inverse (ce sera la matrice de (3f)™! = gf‘l):

- x a
1% fagon : Soit X= (f(/ etY = b | deux vecteurs de R3.
— -1 A1 H -1 — -1
On rappelle que A= PTP~" ainsi K'e fy@z';?z =:P . K —_KxP_'_TIZJy oy =g

Ona3MX=Ye 4§ 2x—y—2z=Db H{3y—6z=b+2a Ly« L,+2L;;L; « Ly — 2L,
—2x—2y—z=c —6z+3z=c—2a

—_

x = l(—a+2b—2¢:)

—x+2y—2z=a 91
H{ 3y—6z=b+2a L3<3L;+6L & y=6(2a_b_zc)
—27z = 6a + 6b + 3c 1
z=_—9(2a+2b+c)



-1 2 =2 -1 2 =2
Ainsi (3M)7 = TM~t =~ ( 2 -1 —2) dou Mt = §< 2 -1 —2) =M
. -2 -2 -1 -2 -2 -1
2°™ fagon : Méthode de Gauss Jordan : On fait des opérations sur les lignes de 3M jusqu’a obtenir I'identité et
on fait les mémes opérations sur I5.

Méthode 4 : La plus rapide : On a M? = I, donc M est inversible et M~1 = M. f est une symétrie.

2. Méthodel:D={u € R3/f(u) =u}={ue€R3/f(u) —u=0}=Ker (f — idgs) est le noyau de I'application linéaire
f — idgs donc c’est bien un sous espace vectoriel de R3.

Méthode 2 :
e OnabienDc R3
e On montre que D n’est pas vide car f(0)=0donc0€ D .
e Pouru,veD etd € R, onmontre que A u+v € D pour celaon calcule f(A u+v)=2 f(u)+ f(v)= A u+ v CQFD.

-4 2 =2
La matrice canoniquement associée a I'application linéaire f — idgs est M—I; = §< 2 -4 —2>

X -2 -2 -4
Le noyau de f — idgs est I'ensemble des vecteurs <y> € R3 tels que
z
—4x+2y—2z=0 —4x+2y—-2z=0 xX=-z
{2x—4y—22=0 szjgjzfg{ —6y —6z=0 H{y=—z
—2x—2y—4z=0 —6y—6z=0 y=-z
-1 -1
Ker(f —idgs) = Vect((—l)). Une base de D est le vecteur (—1). D est une droite de R3.
1 1

3. Deméme P =ker(f + idgs) est un sev de R3 en tant que noyau d’une application linéaire.

2 2 =2
La matrice canoniquement associée a I'application linéaire f + idgs est M+1; = §< 2 2 —2>
-2 -2 2

X 2x+2y—2z=0 2x+2y—2z=0
Le noyau de f + idgsest 'ensemble des vecteurs <y> € Ritelsque { 2x +2y =2z =0 2%} 0=0
z —2x—2y+2z=0 0=0

Une équation cartésienne de P est 2x + 2y — 2z = 0. P est un plan de R3.
Remarque : f est la symétrie par rapport a D parallelement a P. D’aprés I'exercice 14 du TD9, D et P sont supplémentaires

-1 1 0 0
dans R3. Dans une base de R® composée de <—1> et de 2 vecteurs générateurs de P, f a pour matrice : (O -1 0 > .
1 0 0 -1

4. On nous donne une équation cartésienne donc Q est un plan généré par les vecteurs

0 -1
U= <—1> etv = <—1> par exemple. U et ¥ ne sont pas colinéaires donc (i; ¥/) est une base de Q.
1 1

—4
3 -1
On sait que f(Q) = Vect(f (W); f (¥))= Vect( _?1 ; <—1>)CQ. De plus f (i) et f(¥) ne sont pas colinéaires donc une
1 1
3
base de f(Q) est (f (&) ; f(¥)). £(Q) est donc un sev de dimension 2 contenu dans Q qui est lui-méme de dimension 2

donc f(Q) = Q.



