
Hypokhâgne B/L DM19 - pour le 08/04/15

Exercice 1
Calculer les intégrales suivantes :

1.

∫ e

1

ln(x)

(1 + x)2
dx 3.

∫ 2

1

e
√
tdt (avec u =

√
t)

2.

∫ 1

0

x3

√
1 + x2

dx 4.

∫ 4

1

1 + x

1 +
√
x
dx (avec x = (t− 1)2)

Exercice 2

On pose pour tout entier n > 1, In =

∫ 1

0

xn−1

1 + x
dx.

1. Calculer I1 et I2

2. Montrer que pour n > 1 :
1

2n
6 In 6

1

n
.

3. Montrer que pour tout entier n > 1 : un+1 + un =
1

n
.

4. En déduire : ∀n > 1,

n∑
k=1

(−1)k+1

k
= ln(2)− (−1)nun+1.

Exercice 3

Soit f la fonction qui au réel x associe f(x) =

∫ x

1/x

ln(t)

1 + t2
dt

1. Justifier que Df =]0,+∞[.

2. Montrer que f est dérivable sur Df et calculer f ′.

3. En déduire f(x) pour tout réel x de Df .

Exercice 4

On note pour x > 0, f(x) =
2

x2

∫ x

0

t

et + 1
dt.

1. Montrer que pour tout x > 0,
1

ex + 1
6 f(x) 6

1

2
.

En déduire que f est prolongeable par continuité en 0.

2. Montrer que f est C1 sur ]0,+∞[, puis vérifier que f ′(x) = − 4
x3 g(x)

où g est une fonction à déterminer.

3. Etudier les variations et le signe de g. En déduire que f est dé-
croissante sur R+.

4. Justifier que pour t > 0,
t

et + 1
6 1.

5. En déduire la limite de f(x) lorsque x→ +∞.
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