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Exercice 1

Soit la fonction f définie sur | — 1, 4o00| par :

2x .
Wz ] - 1,400, f@) =4 @Dtz 570
2 siz=0.

On désigne par C; la courbe représentative de la fonction f.
1. Etude de la fonction f
(a) Justifier que la fonction f est continue sur | — 1, +o0].

(b) Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de dé-
finition, et donner une interprétation graphique de ces limites
pour la courbe Cy.

(c) Déterminer le développement limité a ’ordre 2 au voisinage de
0 de la fonction f.

(d) Justifier que f est dérivable en 0, déterminer f’(0), ’équation
de la tangente en 0 et la position de la courbe par rapport a
la tangente au voisinage de 0.

(e) Montrer que f est de classe C! sur | — 1, 4+o0[ et calculer I'ex-
pression de sa dérivée.

(f) Montrer que f est une bijection de | — 1, 400[ sur un intervalle
J a déterminer.

(g) Représenter sur un méme graphique l’allure des courbes repré-
sentatives de f et de f~1.

2. Une suite implicite

(a) Justifier 'existence d’une unique suite (u,) définie sur N* telle
que :
Vn e N, f(un) =n.

(b) Montrer que la suite (u,) est convergente et calculer sa limite.
(c) Soit la suite (vy,) définie sur N* par :
Vn € N*, v, = u, + 1.

2
i. Montrer que vy, In(vy,) N T
n—+oo0 N
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1
ii. En déduire que v, = o <) .

n—-+oo n
iii. Vérifier que nln(n)v, = 2(1 — v,) + nv, In(nv,), puis en
déduire un équivalent de v,,. Montrer que :

2 1
=14 2 ).
“ + nlin(n) t oo <nln(n)>

3. Une fonction définie par une intégrale

(a) Justifier qu’on peut bien définir une fonction F' sur |0, 4o0[

par : ;
1/x
vV €]0,+ool, F(z) = f(t)dt.
0

(b) Montrer que F est une fonction de classe C' sur ]0, 4+oo[ et
déterminer 'expression de sa dérivée.

c¢) Montrer que
(c) q

Vz €]0, 400, 0 < F(z) <

SHERN)

En déduire la limite de F' lorsque x tend vers +oco

(d) Soit x un réel élément de ]0, 1[. Montrer que :

" b > L-e
1 f(tydt > z(ln(z +1) — In(x))

En déduire la limite de F' lorsque x tend vers 0.

Exercice 2

Soit E un espace vectoriel de dimension finie égale a n, et soit f un
endomorphisme de E vérifiant fo f = f.

1. Quelles sont les valeurs propres possibles de f 7

2. Montrer que :VZ € E, f(') € Ker(f—Id) et o —f(7) € Ker(f).
3. Montrer que E = Ker(f) & Ker(f — Id).

4. Montrer que f est diagonalisable.
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Exercice 3

Soit m un entier naturel. On note R, [X] l'ensemble des polynomes a
coefficients réels de degré au plus n.

1. Pour tout polynéme P € R,,[X], on définit le polynéme g(P) par :
9(P) = ((X =1)P)' = (X - 1)P'(X) + P(X).

(a) Montrer que g est un endomorphisme de R,,[X].

(b) Montrer que Ker(g) = {0} et en déduire que g est un isomor-
phisme de R, [X].

(¢) Eerire la matrice A de g dans la base canonique de R,,[X].
(d) Montrer que g est diagonalisable.
2. Pour tout polynéome P € R, [X], on définit une fonction f(P) par :

1 x .
Ve €R, (f(P))(x) = x—lfl P@dr stz 1,
P(1) siz=1

(a) Pour tout polynéme P € R, [X], et tout réel z, montrer qu’on
a: f(g(P))(x) = P(x).
(b) Montrer que g~ = f et que f est un endomorphisme de R,,[X].
(¢) Ecrire la matrice B de f dans la base canonique de R, [X].
(d) Montrer que f est diagonalisable.
3. Pour tout entier k € [0, n], on désigne par Q le polynéme de R,,[X]
défini par :
Qr(X) = (X = D).
(a) Montrer que :
n n
x=3 ()i
et .
. . i (T yi
vj € [0,n], Q;(X)= ;(—w (Z>X :
(b) Montrer que (Qo, @1, ..., Q) est une base de R, [X].
(c) Calculer f(Qg) pour tout k € [0,n].
(d) Retrouver le fait que f soit diagonalisable.
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Exercice 4

Soit (uy,) la suite définie par ses trois premiers termes ug, ui, uz et la
relation de récurrence :

Vn €N, upts = 3upt1 — 2uy,

Un
Pour tout entier naturel n, on pose : X,, = Up+1 |, et on note M la
Un4-2
0 1 0
matrice carrée M = 0 0 1
-2 3 0

1. Reconnaitre, pour tout entier naturel n, le produit M X,. En dé-
duire l'expression de X, en fonction des matrices M, Xy et de
I’entier naturel n.

2. Déterminer les valeurs propres de la matrice M et leur sous-espace
propre associé. La matrice M est-elle diagonalisable ?

3. On note f I'endomorphisme de R3 canoniquement associé & M,
c’est-a-dire tel que M soit la matrice de f dans la base canonique
B=(ei,e3,¢3) de R.

(a) Calculer I'image du vecteur (0,1,2) par f.
(b) Déterminer une base B’ = (U, ¥, W) telle que la matrice T
de f dans B’ vérifie :

-2 0 0
T = 0 1 1
0 01

et que les vecteurs 7,7,? aient respectivement pour pre-
miere coordonnée 1, 1 et 0.
(c) Déterminer pour tout entier naturel n 'expression de 7.

4. Soit P la matrice de passage de la base B & la base B’. Exprimer
M en fonction de T, P et P~!, puis M™ en fonction des mémes
matrices et de ’entier naturel n.

5. (a) Calculer P! (les calculs devront figurer sur la copie).

(b) Pour tout entier naturel n, calculer les coefficients de la pre-
miere ligne de M™. En déduire I’expression de u,, en fonction
de ug, u1, us et de 'entier naturel n.
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