CHAPITRE 0

Limites et comparaison de fonctions

6.1 Limites d’une fonction

On considére dans cette partie, une fonction f définie sur son domaine de définition Dy.

6.1.1 Voisinage d’un point

Définition 1

Soit zp € R. On dit que f est définie au voisinage de z s’il existe un intervalle I, non réduit & un
point, contenant x( tel que f soit définie sur [ sauf éventuellement en x.
Autrement dit, I C Dy, ou éventuellement [ \ {zo} C Dy.

Exemple :

Soit f :x —> T
T —
Cette fonction est bien définie au voisinage de 2 car |1, 3] est un intervalle contenant 2 et inclus dans Dy.
Cette fonction est définie au voisinage de 1 car 0, 2[ est un intervalle contenant 1 et qui est, si on le prive de 1,

inclus dans Dy.

Définition 2
On dit que f est définie au voisinage de +oo s’il existe un réel a tel que [a, +00[C Dy.
On dit que f est définie au voisinage de —oo §'il existe un réel b tel que | — 0o, b] C Dy.

Exemple :
Soit g : x — In(z — 8).
Cette fonction est définie sur |8, 400[ qui contient au moins l'intervalle [9, +00[. Ainsi, la fonction g est définie

au voisinage de 4o00.
La fonction g n’est cependant pas définie au voisinage de —oo car D, ne contient aucun intervalle du type

| —o00,b] avec b e R
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6.1.2 Limite en un point ry € R

Définition 3
Soit xg € R et soit ¢ € R.
On suppose que la fonction f est définie au voisinage de xy.
On dit que la fonction f admet pour limite finie ¢ en z si :

Ve >0, Ja>0/Vex € Dy, |z—xo| <a=|f(x)—{ <e

Autrement dit, f(z) peut étre aussi proche que 'on veut de ¢, du moment que z est suffisamment proche
de xy. On note alors :
lim f(x)=¢ ou flx) — ¢

T—x0 T—x0

Définition 4
Soit xy € R.
On suppose que la fonction f est définie au voisinage de xg.

e On dit que la fonction f admet pour limite +o0o en xg si :
VA>0,3a>0/Vere Dy, |z—x<a= f(z)=>A

Autrement dit, f(z) peut étre aussi grand que I'on veut, du moment que x est suffisamment proche
de xy. On note alors :

xli_)rgo f(x) =400 ou  f(x) D, 00

e On dit que la fonction f admet pour limite —oco en z si :
VB<0, da>0/Vre Dy, |r—zo<a= f(z)<B

Autrement dit, f(z) peut étre aussi petit que 'on veut, du moment que x est suffisamment proche
de zy. On note alors :

xli_gclo flz)=—=0c0 ou  f(x) o T

Remarque :

La phrase avec les quantificateurs s’exprime toujours de la méme maniére :

"Pour tout voisinage V' de la limite", "Il existe un voisinage U du point" "tel que" =z €U = f(x) eV

Définition 5
Soit f une fonction définie en un point x( et définie au voisinage de z;.
On dit que f est continue en x si :

lim f(z) = f(zo)

T—TQ

autrement dit
Ve >0, da>0 Vz € Dy, |z — 20| < a = |f(x) — f(zo)| < €
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6.1.3 Limites a gauche et a droite en un point

Définition 6
Soit xg € R et soit £ € R.

e On suppose que la fonction f est définie au voisinage a gauche de x.
On dit que la fonction f admet pour limite finie ¢ & gauche en z si :

On note alors :
lim f(x)=¢ ou flz) — ¢
T—=T T—=T
e On suppose que la fonction f est définie au voisinage a droite de x.
On dit que la fonction f admet pour limite finie ¢/ & droite en z si :

On note alors :

lim flz) = ou flz) — ¢

+
z%mo IA)LEO

Ve>0,dJa>0/Ve €Dy, xz€[rg—a,zo[<a=|f(z)—{ <e

Ve >0, 3a>0/Vr € Ds, z€rg,z0+a]<a=|f(xr)—{<¢

Proposition 7
Soit f une fonction définie en un point xy. Alors

( lim f(x) ="/
Jim f(z) = (< { {(m&bf=€ ,
I 1m xr) =

Si ces conditions sont vérifiées, on peut dire que la fonction f est continue en xg.

Exemple :

La fonction partie entiére n’est pas continue en tout entier k € Z car

lim Ent(z) =k —1, lim Ent(z) =k

r—k— z—kt

Proposition 8
Soit f une fonction définie au voisinage d’un point xy, mais non définie en xy. Alors

( lim f(x) =/
. T—T,
a:lggclo )=t { 111][10 () =14
L m—)a:o

Si ces conditions sont vérifiées, on dit que la fonction f est prolongeable par continuité en x,.
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Exemple :
Soit f la fonction définie sur R\ {1} par :

vz € R\ {1}, f(:c)—{l_w si z €] — o0, 1]

In(x) si z €]1,400]

La fonction f est continue sur | — oo, 1[ et sur |1, +o00[ (ce sont des fonctions usuelles, polynéme ou fonction
logarithme). De plus,

lim f(z)= lim (1—-2)=0 lim f(z) = lim In(z) =0

T—1— T—1— z—1t z—1t

donc la fonction f est prolongeable par continuité en 1 par une fonction g continue sur R :

(1—z siz€]—ool]
Va € R, g(a:):io siz=1
In(z) si x €]1, +0o0]

6.1.4 Limite au voisinage de l’'infini

Définition 9
Soit f une fonction définie au voisinage de +oo et soit £ € R. On dit que la fonction f admet pour
limite finie ¢/ en o0 si :

Ve>0, JA€R /Vz e Dy, z2A=|f(x)—¥ <¢

Autrement dit, f(z) peut étre aussi proche que 'on veut de ¢, du moment que z est suffisamment grand.

On note alors :
lim f(x)=¢ ou flx) — ¢

r—r—+00 T—>+00

Définition 10
Soit f une fonction définie au voisinage de +ooc.
e On dit que la fonction f admet pour limite +00 en 400 si :

VM >0,3A€R /Vee Dy, z>A= f(z)>M

Autrement dit, f(z) peut étre aussi proche que 'on veut de ¢, du moment que z est suffisamment

grand. On note alors :

Jdm S =00 o f0) o

e On dit que la fonction f admet pour limite —co en +oo si :
Vm <0, JA€eR /Vz e Dy, 22 A= f(z) <m

Autrement dit, f(x) peut étre aussi proche que 'on veut de ¢, du moment que z est suffisamment

grand. On note alors :

Jim f@) =00 on @) T o0

Remarque :
La phrase avec les quantificateurs s’exprime toujours de la méme maniére :

"Pour tout voisinage V' de la limite", "Il existe un voisinage U du point" "tel que" z €U = f(z) eV
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6.2 Opérations sur les limites

6.2.1 Sommes, produits et quotients

Remarques :

R1— On note R =R U {—o00, +oc}.

R2 — +oo signifie qu’il faut appliquer la "régle des signes" pour savoir si on a —oo ou +oo.

R3 — F.I. veut dire "forme indéterminée"

Dans toute partie, 7o € Ret £,/ € R.

Limite d’une somme

Jim (f(2) + g(2)) | lim g(z) = —o0 | lim g(x) =" lim g(z) = +00
lim f(z) = —oo —00 —00 F.I
T—T0
lim flz)=1¢ —00 (40 +o0
T—T0
lim f(z) =400 F.I. +0o0 +0o0
T—x0

. . — . — . —
Am (f(z)g(x)) | lim g(z) = 0] lim g(z) =70 | lim g(r) = +oo
xlglxlo flx)=0 0 F.I.
lim flz)=0+#0 0 ext +o0
T—To
lim f(z) = +o0 F.I. +00 +00
T—T0
Limite de l’inverse
lim f(z) | —oo [£#0] 07 0 0t | +o0
T—x0
1 1
mli_)r%) m 0 7 —o0 | pas de limite | 400 | 0
Limite du quotient
lim J@) lim g(z) =0%" ou 0~ | lim g(xz) =¢ #0| lim g(z) = £o0
T—TQ g(x T—T0 T—T0 T—T0
lim f(z) =0 F.I. 0 0
T—rT0 E
wli_glo flx)=0#0 00 7 0
lim f(z) = %00 +o0 +o0 F.I.
T—T0

Remarque :

Il y a donc quatre types de forme indéterminée :

’oo—oo‘, ’Oxoo,

212
[=12]
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6.2.2 Composition des limites

Théoréme 11
Soient f et g deux fonctions telles que f(Dy) C D,, et soient a,b,c € R.

Si
o }:IIEL f(l') = b;
- lim g(u) = ¢,

Alors, lim g o flz)=c

Exemple :

Soit f la fonction définie sur R par
Vr € R, f(z) =In(e ™ +1)
Quelles sont les limites de f en 400 et —o0?

. _23: _ . _ . _
lim e **+1=1et 11L1_>ml In(u) = 0, donc xginoof(x) =0

xr—+00
lim e 2 4+1=+coet lim In(u) = +oo, donc lim f(x)=+o0
T——00 uU—>+00 T—>—00

6.2.3 Principales propriétés

Théoréme 12 Unicité
Si [ admet une limite en un point, alors la limite est unique.

Proposition 13 Limates et bornes
Soit xg € R et soit £ € R. Soit f une fonction telle que
acllgclo flx)=C€eR

Alors :

e f est bornée au voisinage de xg.

Si 0 < M, alors il existe un voisinage de xo tel que f(x) < M

Si 0 > m, alors il existe un voisinage de xq tel que f(x) > M

Sim < € < M, alors il existe un voisinage de xq tel que m < f(x) < M

Si 0 #£ 0, alors il existe un voisinage de xq tel que f(x) # 0 et f(x) est du signe de L.

Théoréme 14

Soit f une fonction telle que, pour tout x au voisinage de xg, on ait :

f) =0 (ou f(z) >0)
Si lim f(xz)=4{, alors ¢ > 0.

T—T0




6. LIMITES ET COMPARAISON DE FONCTIONS 7/14

Théoréme 15 Passage a la limite dans les inégalités
Si f et g ont toutes deux des limites finies en xg et si pour tout x au voisinage de xy,

alors

Remarque :

Par passage a la limite dans une inégalité, 'inégalité devient systématiquement large

Proposition 16
Soit xo € R et soit ¢ € R. Soit f une fonction telle que
lim f(z) =¢€R

T—T0

Alors :
e Si pour tout x au voisinage de xo, on a m < f(x) (oum < f(x)), alors m < L.
e Si pour tout x au voisinage de xo, on a f(x) < M (ou f(x) < M), alors ¢ < M.
e Si pour tout x au voisinage de xg, on a m < f(x) < M, alors m < { < M.

6.2.4 Théorémes d’encadrement

Théoréme 17 Théoreme "des gendarmes"”

Soit zo € R et soit ¢ € R.
e Si pour tout x au voisinage de xg, on a

et si IILIEO flz) = g}grgclo h(z) = ¢,

Alors, la fonction g admet également une limite finie en xy et

lim g(z) =4

T—T0

e Si pour tout x au voisinage de xg, on a

|[f(x) = €] < g(x)

et si liﬁm g(x) =0,
T—x0
alors, la fonction f admet également une limite finie en xq et

lim f(x)=4¢

T—T0
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Conséquence 18
Soient f et g deuz fonctions définies au voisinage de xo avec xo € R.

St
— f est bornée au voisinage de xg,
" 9@ =0,
Alors,
Jim f(z)g(z) =0
Théoréme 19 Limates finies par comparaison

Soit xy € R. Supposons que pour tout x au voisinage de xy, on a

—- S lim f(z) = +oo, alors on a aussi lim g(x) = 400.
T—x0

T—T0
- S xlggog(:c) = —00, alors on a aussi zlgglo f(x) = —o0.

6.2.5 Le cas des fonctions monotones

Théoréme 20

Soit f une fonction définie sur un intervalle I =|a,b| avec a,b € R.
Si f est monotone sur |a,b| (croissante ou décroissante), alors f posséde toujours une limite en a et b, la
limite pouvant étre finie ou infinie.

Remarques :

R1— Si f est croissante et majorée sur ]a,b[, alors f admet une limite finie ¢ en b et, pour tout x €la, b],
f(z) <. On a méme :

{= sup f(z)
z€]a,b|

R2 — Si f est croissante et minorée sur |a, b, alors f admet une limite finie £ en a et, pour tout x €la, b|,
f(z) = ¢. On a méme :
(= inf f(x)
z€la,b|
R3 — Si f est décroissante et minorée sur |a, b[, alors f admet une limite finie £ en b et, pour tout x €]a, b|,
f(x) > £. On a méme :
¢= inf f(x)
z€]a,b]
R4 — Si f est décroissante et majorée sur |a, b[, alors f admet une limite finie £ en a et, pour tout x €la, b|,
f(z) < 4. On a méme :

t= sup f(z)
z€la,b|

R5 — Si f est croissante et non majorée sur |a, b[, alors lirrz f(z) =40
T—r

R6 — Si f est croissante et non minorée sur |a, b, alors lim flx) = -0
x a
(

R7 — Si f est décroissante et non minorée sur |a, b[, alors lin% f(zx)
Tr—r

—00
R8 — Si f est décroissante et non majorée sur |a, b[, alors liin f(z) =400
r—ra
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6.3 Fonctions équivalentes

6.3.1 Deéfinition

Définition 21
Soit 7y € R et soient f et g deux fonctions définies au voisinage de .

On dit que f est équivalente a g au voisinage de z, s'il existe une fonction € définie au voisinage de
xo telle que, pour tout x au voisinage de xg :

f(x) =g(x) (1 +e(z)) avec lim e(x)=0

T—T0

On note alors :

Théoréme 22
Si g ne s’annule pas au voisinage de xo (sauf éventuellement en xq), alors

f(@) ~ g(z) <= lim

T—T0 T—T0 g (l‘)

Démonstration :

= Supposons que f(x) o g(x). Alors, il existe une fonction e définie au voisinage de xg telle que, pour tout

x au voisinage de xg, on ait

f(z) =g(x)(1 +e(z)) avec lim e(x) =0

T—T0

Puisque g ne s’annule pas au voisinage de xg, on peut donc écrire :

[(@) =1l+4¢e(z) — 1
9(x) @33
< Posons pour tout z tel que g(x) # 0, h(z) = fga:; La fonction h est définie au moins sur un voisinage de
g(x
xo, et on sait que lim h(z) = 1. Alors, pour tout x au voisinage de x,
T—+00
J(@) h(z) = g(z) (1 + (h(z) — 1
flx) = @) 9(x) = g(x)h(z) = g(x) (1 + (h(z) — 1))
Autrement dit, en posant £(z) = h(z) — 1 pour tout z tel que h(z) existe, on a bien montré que

f(z) =g(x)(1+e(z)) avec lim e(x) = lim (h(x) —1) =0

T—T0 T—T0

Remarque :

Si f(x) oy g(z), on a aussi g(z) oy f(x). On pourra donc dire que les fonctions f et g sont équiva-
T—x0 xo

lentes au voisinage de x.

Exemple :

Considérons les fonctions définies sur |0, +-o0o[ par

@) =2® —aln(2)  g(a) = 2’
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Alors
f(z)  a?—zln(z) 1 In(x)
g(z) x? N x
. . In(z) . p . f(l') _ :
Puisque lim —= = 0 (croissances comparées), on a lim “—— = 1, autrement dit, on a
T—+00 T—+00 g(x)

2% — zln(z)cz?

6.3.2 Opérations sur les fonctions équivalentes

Proposition 23

Soient o € R. Si f est g sont deuz fonctions équivalentes en xo, alors leur limite en xy sont de méme
nature et sont identiques si elles existent.

Remarques :

R1 — Deux fonctions qui n’ont pas les mémes limites ne peuvent pas étre équivalentes.

R2 — Deux fonctions qui ont la méme limite en xy ne sont pas forcément équivalentes en xg.

Proposition 24
e Deuzx fonctions équivalentes au voisinage de xq sont de méme signe au voisinage de xg.
e Si f > 0 voisinage de xq et si f(z) ~ g(x), alors g > 0 au voisinage de x.
T—x0

e Si f(z) # 0 au voisinage de xq et si f(x) = g(x), alors g(x) # 0 au voisinage de xy.
T—T0

Théoréme 25 Cas d’une limite finie NON NULLE
Si mli_)rgo f(z) = avec € # 0, alors f(x) 22 /.
Démonstration :

Si lim f(z) =¢, alors f(;:) — let donc f(z) ~ /.

T—T0 T—T0 T—T0

Remarques :

R1— f(x) ~ / signifie que la fonction f est équivalente a la fonction constante x — ¢ au voisinage de

Tr—TQ
Zo-
R2 — De maniére générale, il n’y a pas d’équivalent a la fonction nulle : on n’écrira JAMAIS f(x) oy 0.
T—x0
Théoréme 26 Polynémes

Soit P une fonction polynome de degré n :
P(z) = anz"™ + -+ -+ a17 + ag

une fonction polynome avec a, # 0. Alors en +00 et en —oo, P(x) est équivalent & son mondéme du plus
haut degré :
P(z) ~ auz", P(z) ~ apz"
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Exemple :
34 222 -2
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = ’ ;‘: +x2;2_j_ T Alors
(@) 3+ 222+ —2 a3 1
1‘ prd ~Y —_— =
24+ 222 4+1 2ottt 2
Théoréme 27 Fonctions dérivables

Soit f une fonction dérivable en a. On rappelle que cela signifie que

f(.CC)—f((I) _>f/(a>

xr — Q r—a

Alors, on a

f@) = fla) ~ f(a)(z—a)

Conséquences 28
On en déduit les équivalents usuels suivants :

e"—1 ~ x In(l+z) ~ x In(z) ~ z—1
z—0 z—0 z—1

1

Va#0, |[1+2)*—-1 ~ az| Vitzr—1 ~ -z

z—0 z—0 2

Remarques :

R1 - Soit 29 € R, alors la relation d’équivalence au voisinage de g est :
- réflexive : f(x) ~ f(x)

— symétrique : f(z) o g9(z) <= g(x) o f(zx)
' ransitive : S [ f(z) o 9(@) : .
ransitive : Si i o) o h(z) alors f(z) v (x)

R2 — L’équivalence entre les fonctions est
— compatible avec le produit :

(7@~ 0)
| Ao ARG, %, 0@

faz) o~ ga(z a2

— compatible avec le quotient :

( Hil@) ~, 0l@)

. i T fl(fU) 91(33)
Si { fQ(x) T 92(1‘) ,  alors f2(1') T30 92($)

L fo(x) au voisinage de xg (sauf évent. en x),

— compatible avec la puissance :

S f(@) o 9(@) X )
o { f(x) > 0 au voisinage de o alors Vo € R, (f(z)) o (9(x))
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Attention que la puissance « ne doit pas dépendre de x!
— compatible avec le changement de variable : Soit {yp € R et soit u une fonction définie au
voisinage de ty avec tlingl u(t) = zp avec zg € R,
—to

f(u(tfg)ﬁzg g(u(t)) existent au vois. de to Alorsf(u(t)) t50 9(u(?))

S%f@)Ng@

Proposition 29
L’équivalence N'EST PAS COMPATIBLE avec la somme. Autrement dit :

Sif1(z) N091(l’) et fo(x) N092($),

T—rT T—T

on n’a pas forcément fi(x) + fo(x) v, 9 () + ga(x)

T—r

Démonstration :

Il suffit de trouver un contre-exemple.
si f(x) = 2%+ et g(x) = —2%+ 1. Alors f(z) et w?et g(v) ~ —2?mais f(z)+gx)=z+1 ~ =
xT [e.e]

r—r-+00 r—r-+00
Or, 22 —22=0 ~ 0.
T——+00

Proposition 30
L’équivalence N'EST PAS COMPATIBLE avec la composition. Autrement dit :

Si f(x) e g(x) et uwo fiuo g existent au voisinage de

on n'a pas forcément wo f(x) ~ wog(x)

T—T0
Remarque :
En particulier, ON NE PEUT PAS COMPOSER PAR I’EXPONENTIELLE. Par exemple = + 1 Moo X
T—r+00
(polynomes), mais e**! n’est pas équivalent & e” en 400, puisque lim e%l =e# 1.
T—>+00
Proposition 31 Composition par In

Soit xy € R et soit u une fonction strictement positive au voisinage de xo avec li_>m u(z) =1 € [0, +o0],
r—T0
mais vérifiant £ # 1. Alors

Siu(x) ~ wv(x), alorsln(u(z)) ~ In(v(z))

T—xQ T—TQ

Démonstration :

) ) .. .. . . v(x)
On suppose que u(z) o) v(x). Puisque u est strictement positive au voisinage de x¢, on sait que Ilgrxlo m = 1.

1
Il faut montrer que In(u(z)) - In(v(x)), autrement dit le 11(1((2}((:13)))
v z—zo In(u(x

(@) D (EGu@) W) nwe)

_ N _ @)
n(u(z))  m(u()  (uz)  Inu(z) In(u(z))

=1.
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v(x) o : n 28)
Or, In (u(x)) e In(1) par composition et In(u(z)) s In(¢) # 0, donc par quotient, W@ o0, 0etona

bien montré que
L In(o())

a—zo In(u(z)) =1

6.4 Branches infinies d’une fonction

Lorsqu’une fonction f tend vers +o0o en un point, ou lorsqu’on regarde ses limites en +oo, on dit qu’on
étudie les branches infinies de la fonction f.

6.4.1 Asymptote verticale en un point z

Définition 32
Soit f une fonction définie au voisinage du réel xg.
Si
lim f(z) = £o0 ou lim f(z) = £o0

x—>$0 Z‘—>.Z‘0

on dit que la courbe Cy admet une asymptote verticale d’équation x = x.

6.4.2 Asymptote horizontale en 400

Définition 33
Soit f définie au voisinage de +oo.
Si
lim f(z)=b€eR

T—r+00

on dit que la courbe C; admet une asymptote horizontale d’équation y = b (b € R).

Remarques :

R1 — Sipour tout x au voisinage de +oo, f(x) > b, alors la courbe représentative de f est au -dessus de
I'asymptote.

R2 — Si pour tout x au voisinage de 400, f(x) < b, alors la courbe représentative de f est en-dessous de
I'asymptote.

R3 — On peut faire de méme en —oo.

6.4.3 Asymptotes obliques en +oo

Dans cette partie, on considére une fonction f telle que

i (o) = o

On pourrait faire de méme pour une étude lorsque r — —oo.
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Définition 34
Si
f(z)

lim —+ =+4o00
r—+o00

alors f(x) devient trés grand par rapport a z, lorsque x — +oc.
On dit que la courbe C; admet une branche parabolique de direction asymptotique (Oy).

Définition 35
Si
i 5=
alors f(x) devient trés petit par rapport a z, lorsque x — +o00.

On dit que la courbe C; admet une branche parabolique de direction asymptotique (Ozx).

Définition 36
Si
im 79 _ 4 er\ (0},

r—+oo0

il y a deux cas :
e Si
lim f(z)—ax =beR)

T—r+00

alors on dit que la courbe Cy admet une asymptote oblique d’équation y = ax + b.
e Si

xll)rlloof(a:) —azx = +00

alors on dit que la courbe Cy admet une branche parabolique de direction asymptotique y = ax.




