Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

Calculer le terme général des suites (u,,) suivantes :

l.ug=1,u;=4etVn e N, uyr90 = —2Upr1 — Up.
2. ug=2,u1 =1et Vn € N, up10 = 2u, 1 — 4duy,.
3. ug =05, u; =13 et Vn € N, w9 = dupyq + Suy,

4. ug =2, uy =3 et Vn € N, upi0 = 3upi1 — 2uy,.

1. La suite est récurrente linéaire double, d’équation caractéristique associée :

=2t -1l<=r+2r+1l=0= (z+1)° =0 2=-1

Il existe donc deux réels A et u tels que :

Vn e N, u, = A(—1)" 4+ p n(—1)"

Avec les conditions initiales, on a { A=l — { A=l donc :

“A—pu=4 pw=-=5"

VneN, u, =(-1)"(1 — 5n)

2. La suite est récurrente linéaire double, d’équation caractéristique associée :

A=—12 2 +i2v/3
= r=— <

=2 — 4= 2> 20 +4=0 5

Il existe donc deux réels A et p tels que :
Vn e N, u,, = \2" cos (n%) + p 2" sin (n%)

A=2 {
2.%)\—1—2‘/75.# =1 = —73

vneN, u, =2" <2COS <E> — ﬁsin (E))

Avec les conditions initiales, on a {

3

3. La suite est récurrente linéaire double, d’équation caractéristique associée :

A=36  4+6

=dr4+ b= —dr—-5=0=> 1z T<:>:1::5ou r=—1

Il existe donc deux réels a et b tels que :

VneN, u, =ab"+b(-1)"

donc :

Avec les conditions initiales, on a { a+b=5 — { a=3

ba —b=13 b=2"

Vn eN, u, =3 x5"+2(—1)"
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

4. La suite est récurrente linéaire double, d’équation caractéristique associée :

- 3+1
$2:3:U—2<:>:U2—3w+2:0<A:1>x:T<:>a::2ou r=1

Il existe donc deux réels A et u tels que :

Vn €N, u, = A2" + pl™ = \2" +

Afp=2 <:>{/\:1 donc :

Avec les conditions initiales, on a { N+ =3 p=1"

‘VnEN, un:2"—|—1‘
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

@ Soit. M la matrice carrée d’ordre n > 2 contenant uniquement des 1, sauf des 0 sur la diagonale.

1. Montrer que M est inversible et déterminer M !

2. Montrer que pour tout k € N, M* = ap M + B,I ot (ay,) est récurrente linéaire double et ou
ﬂk = (TL — l)ak

1. Si J désigne la matrice d’ordre n qui contient uniquement des 1, on a donc :
M=J-1
Il est facile de voir que J? = n.J, donc :
M=J-1P=7-2J+I=n-2)J+I=n-2)(M+D)+1=n—-2)M+ (n—1)I

La matrice M est donc inversible car on a :

A VR A
n—1 n—1

1 -2
M_n
n—1 n—1

et M—1 = I.

2. Puisque M? € Vect(M,I), il est alors facile de vérifier par récurrence que :
Vk e N, M* = apM + 51
avec qy, et [, a déterminer.
En effet, on a M =0.M + 1.1, M* =1.M + 0.1, M* = (n — 2)M + (n — 1)I.
Soit k > 0. Si M* = .M + B3I, alors on a :
M = M.M* = 0, M*4+8,M = a(n—2)M+a,(n—1)I+F,M = [(n—Q)ak+ﬂk] M+[(n—1)oy)I

On voit donc qu’on a donc encore M** = ay M + Bj411, en posant :
1 = (n — 2)a + By et Brr1 = (n—1)ay

On a alors :

g2 = (N — 2)ag1 + (0 — 1)y,
La suite (ay) est donc récurrente linéaire double, d’équation caractéristique
22— (n—2)x — (n—1) =0, de solutions —1 et n — 1 :

ap = An —1)F + p(—=1)k

On trouve facilement que A =1/n et p = —1/n, d’out :
=)=
n
et alors : i i i i}
g oD CDE e D (= D
n n
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

1 0 0
3] 1.SoitA=|[ 6 —5 6
3 -3 14
1 0 0
Montrer que: Vn € N, Ju,, € R tel que A" = | 2u, 1—2u, 2u,
U, —U, U, +1
2. Montrer que (u,) est arithmético-géométrique. En déduire 'expression de u,, en fonction de n.

0 0 O
1. Posons J = 2 —2 2 |.Onaalors:|A=1+3J|
1 -1 1

La question est de montrer que :
VneN, Ju, eR / A" = I3+ u,J

e Pour n = 0, il suffit de poser uy = 0. On a alors A = I3 = I3 + uyJ.
e Soit n > 0. Supposons qu’il existe un réel u,, tel que A" = I3 + u,J. Alors :

A = A" 5 A = (I + un J) (I + 3J) = I + (uy + 3)J + 3u,J

0 0 O
Or, /2= -2 2 -2 | =—J,doncona:
-1 1 -1

A" = I+ (up +3)J —3up,J = I3+ (—2up +3)J = I3+ upy1J  en posant w1 = —2u, + 3

e Par récurrence, pour tout n € N, il existe un réel u,, tel que A™ = I35 + u,J.

2. Par construction de (u,), on a vu que :
VneN, upi1 = —2u, +3 et ug =0

La suite (u,) est donc arithmético-géométrique.
L’équation caractéristique associée est v = -2z + 3 <z = 1.
La suite (u, — 1) est donc géométrique de raison —2. On a donc :

VneN, u, —1=(-2)"(ug— 1) = u,, = 1 — (=2)"

Finalement :

VneN, A" =TI+ (1—(—2)")J
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

@ Calculer les limites suivantes, en utilisant éventuellement les DL usuels en O :

: 2 _ 3
1. nl_lff_loo( n?+2—n) 6. nl_igloo(gn —3)In (Z i 2)
. 3= (=2)" n
2. lim ———. 1
n—too 3" + (—2)" 7. lim —_—
. ( ) n—+oo ; A /n2 o k
3. lim vVn24+n+1—vVn2—n+1 =
n-y+00 8. lim (14 n%)¥"
1 n n—-+oo
— 2
b Ba Pk 0. lim M) t3ntl
k=1 n—+o0 ln(n) +5
1\" n
5. lim (1+~—) 10. Lm =
n—-+00 n n——+oo n!
(Vn2+2—n)(Vn?+2+n) (n*+2)—n? 2

1. vVn24+2—n

[0]

vn2i+2+n

== — _>
V21240 VRt 24m note

o 1 (2)
2. — = s — 1]
T2 17 () e
3.
2 1) — (n? — 1 2
\/n2+n+1—\/n2—n+1:(n tnt+l)—(n*—n+1) n
vnPtn 41+ Vet —n+l n<M1+%+$+,H—%+#>
2 2
— —> —:
I+t d1-Lq L more?
_ 1 & I nn+1) n? 1
nﬁlrfoo nzg n? X 2 n—+oo 2n% n—too | 2
5.
(l—i——) :exp<n1n<1+—>)
n
1 1
= exp (n <—+0(—))) car |In(1 +z) = =+ o(x)
n x—0

6. Toujours en utilisant

n+3

) - i+

n -+ n 4+

@n—3ﬂn(

2020-2021

lorsque x — 0, on a :

12) :(2n-3)(

L
0
n+2

1
n+2

(++2)
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

7. lim

" 1
E Pour tout k € [1,n], on a vVn2 < V/n? + k < v/n? +n, donc :
n——4o00 P 1/7112 + k

1 1 1

vkellnl \/n“rn< Vvn? +k S Vn?

Donc en sommant les inégalités :

n
n

VT E:WF_E Vi

n n n
Or, =let —— ~ — 1, donc par théoreme des gendarmes, on en déduit
que .‘/712 Vn2 +n n—=+too ‘/TL2 n——+o00 P &
S
— n2 + k n—doo
8. )
(1+ nz)l/n = exp (— In(1 + n2)>
n
Or,
n(l+n?) W@+ d) ) W(+d)
n N n T n n—+oo
donc :
(1+n2)" .=
9.
(Inn)? +3n+1 3n

~ — - croissances Comparées)
ln(n) + 5 n—-+o0o hl n—+oo

n

10. Posons pour tout n > 1, u,, = -
n!

On a: " |
n " ! 1\" 1\"
RS N TR R AP AL
Up, (n+1)! n" n n/) notoo
Up,
Comme e > 2, on peut donc dire qu’il existe un rang k tel que : Vn > k, H>o— Upt1 = 2Uy,.
Up,

Alors, pour tout n > k, on a :

Uy = 21 = 22Uy g = 22Uy g > = 2" Ry,

On a donc : "
Vn >k, u, > 2" x &
9k
Or, lim 2" = 400, donc par comparaison on en déduit que lim wu, = +o0.
n—-+o0o n—-+o0o
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

IE Déterminer un équivalent simple des suites suivantes, en utilisant éventuellement les DL usuels
en 0 :
1 1 n
1. u, = - = 0
Un = T o 5. Yn (k) (pour k fixé)
2. vy =vVn+1l—vn—1 T 1 1
cos | —+ — | In | cos —
3. w, = In(1+n?) B o — 6 n n
n 5 .
, . _ In(l+sin()) (e — =1/m) ((l N 1) _ 1)
] 1 1 (n+1)—(n—1) 2 2
n—1 n+1 (n—1)(n+1) n? — 1 n—+oo | n?
(n+1)—(n—1) 2 2 1
2. v, =vVn+1l—vn—1= = ~ =
Vn+l+vn—1 Vn+1l+vn—1n2+02yn |n
_ 3y 3y _
3. wy, =1In(1+n7) e In(n”) =|31n(n)
4. En utilisant les DL In(1 + z) = = + o(x) et sin(x) = x + o(z), on en déduit que In(1 + x) ~
T—
et sin(z) ~ =z, on a donc :
z—0
~ In(1+ sin(2)) sin (1) 1 1
= n+1 notoo M notoo | N2
5. Pour k fixé et n > k, on a :
_(n\ n! _nn—-1)(n—-2)---(n—k+1) n*
= \k) " Kn— k) Kl nrtoo | k!
1 3
6. On a cos (% + $> St cos <%> = \/7_
En utilisant successivement In(1 +z) ~ x et cos(z) —1 ~ —‘%2, on a
z—0 z—0
| | () -1
In (cos 5) Lo o8 (ﬁ) -1 Wl TS T
En utilisant e* =142 + o(x), on a :
1 1 1 1 2 1 2
R O N O
n n n n n n ) notoo n
Et enfin en utilisant (1 + z)° — 1 ~ Sz, on a :
T—
1\’ 5
(1+3) -1 2
n n—+o0 N
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

Finalement par produit et quotient, on a :

2020-2021

Lycée du Parc

E] =1 —V3
2 X (2n2) __ 4n?
2 5 10
n X n n?

—V3
40
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

2n—1

@ 1. Montrer que pour tout n > 1, < 1.

n

2. Onnote : Vn > 1, S, = . Montrer que (S,,) converge vers un réel ¢ tel que 2 < ¢ < 3.

1. Pourn > 1, 27;—71 = (—) (L) e (%) (%) < 1 (on a un produit de n — 1 réels positifs inférieurs a
1).

2. Soit n > 1. On peut écrire que :

n

n 1 n 1 1 n—1 1 j 1_(%)” 1 n—1
S=Y ety Y gm 1Y (5) 1o =s-(3) <
k=1

k=0 k=1 j=0

Remarquons que la suite (S,,) est clairement croissante (somme de termes positifs), et comme
Sy =5/2,ona:
5

Vn € N, 2<Sn<3

La suite (S,,) est donc croissante et majorée, elle converge vers un réel £, et en passant a la limite
dans I'inégalité précédente, on obtient :

2 <

N | O
N
~
N
w
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

® -1 k+1
Soit (S,) la suite définie par : Vn > 1, S, = Z% Montrer que (Sa,) et (San41) sont
k=1
adjacentes. Qu’en déduire sur (S,,) 7
Notons pour tout n > 1, u, = Ss, et v, = So,41
e Pour toutn > 1,
2n+2 (_1>k+1 i (_1)k+1 (_1)2n+3 . (_1)2n+2 1 1 N
un — U’TL = _— = = —
i £ =t 2n + 2 m+1  2n+1 2n+2°
La suite (u,) est donc croissante.
e Pour tout n > 1,
2"2"'3 (_1)k+1 Q”Z‘H (_1)k+1 (_1)2n+4 (_1)2n+3 1 1 <0
Un41 — Unp = -5 — = = - x
i — k ok on + 3 n+2  2m+3 2n+2
La suite (v,) est donc décroissante.
e Pour toutn > 1,
2n 2n+1 n
v — . — ﬂ_zﬂ:_ﬂ:_ L .0
S k k 2n + 1 2n 4 1 n—s+oo

k=1 k=1

Les suites (u,) et (v,) sont donc adjacentes. On en déduit alors que les suite (Ss,) et (Sa,41) convergent
toutes les deux vers une méme limite, et on en déduit finalement que la suite (S,,) converge.

2020-2021 Lycée du Parc 10/33



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

On note pour n > 1, Snzz

1. Montrer que Vn > 1

" V1
2. En déduire la limite de (S,,).

3. On pose T,, = S, — 2¢/n. Montrer que (7,,) converge. En déduire un équivalent de S, lorsque
n — +0o0.

1. Pourn>1,ona:
(n+1)—n 1

Vn+l+yn Vn+l4+n
Or, 2y/n < vV/n+1++/n < 2y/n+1, donce : <vVn+1l—+vn<

I’encadrement souhaité.

VATT- V=

1 1
_— ——, ce qui fournit
20/n+ 1 SN

2. La réponse de la question précédente peut aussi s’écrire :

VE>1, 2(VE+1-VEk) < 2(@—\&:—1)

1
— <
vk
(I'inégalité de droite est bien vraie également pour k = 1 car on a bien « 1 < 2 »).
En sommant les inégalités pour k € [1,n], on obtient :

22\/k+ —VE) < S, < QZ\/_ Vk —1)

autrement dit :

2vn+1-2<S, <2v/n

Par comparaison (dans I'inégalité de gauche), on en déduit que :

lim S, = +o0

n—-+o0o

Toi1—Tp=Sni1 —2Vn+1—-8,+2y/n= —2(vn+1—+/n)<0

1
vn+1
La suite (7},) est donc décroissante.

De plus, d’apres ’encadrement de la question 2 :

N+ 1—2—2/n<T, <0
Or, on a :
2\/n+1—2—2\/ﬁ:2<\/n—|— —ﬁ)—z — -2
n—-—+00

donc il existe un rang N a partir duquel on a : Vn > N, —3 < 2v/n+1— 2 — 2y/n.Ainsi :

Vn>N, =3<1T,
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

La suite (7,,) est donc décroissante, et au moins & partir d’un certain rang, deviendra minorée
par —3, donc converge. Il existe donc un réel ¢ tel que :

Autrement dit :

2020-2021

T, =S, —2y/n=1_0+0(1)

Lycée du Parc
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

(9] Soient (u,) et (v,) deux suites de réels strictement positifs.

u v
On suppose que pour tout n > 0, on a ——+ < L,

Unp, Un,
1. Montrer que si u, — +oo, alors v, — +00

2. Montrer que si v, — 0, alors u,, — 0.

1. Remarquons que puisque les deux suites sont strictement positives, en composant par le loga-
rithme, on obtient :
VE >0, In(uger) — In(ug) < In(vgyr) — In(vg)

En sommant ces inégalités pour k € [0,n — 1], on obtient :
In(u,) — In(up) < In(v,) — In(vy)

Or, lim In(u,) = 400, donc par comparaison, In(v,) — 400, et donc :
n—-+o0o n—-+o0o

lim v, = +00
n—+4o0o

2. En reprenant les inégalités précédentes, on a :

Vn > 1, In(u,) — In(ug) < In(v,) — In(vg)

Si (v,) converge vers 0, alors 1_1&1 In(v,) = —o0, donc par comparaison, on a aussi
n oo
lim In(u,) = —oo, donc :
n—+o00

lim u, =0
n——4o00
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

Soit (u,) définie par ug =1 et Yn € N, w,y1 = u, + e 4.

Déterminer la limite de la suite (u,).

La suite (u,) est croissante car : Vn € N, u,1 —u, =€ " > 0.
Ainsi, soit (u,) converge, soit (u,) diverge vers +oc.

Si la suite (u,) convergeait vers un réel ¢, alors par passage a la limite dans 1’égalité :

VneN, U, =u, +e "

on obtiendrait que ¢ = ¢ 4 =, autrement dit e=* = 0, ce qui est impossible.
Ainsi, nécessairement la suite (u,,) diverge vers +o0.

lim wu,, = +o0
n—-+o0o

2020-2021 Lycée du Parc
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

Soit (uy) définie par ug = 1/2 et Vn € N, upiq = up(1 — uy).

1. Montrer que Vn € N, 0 < u,, < 1.

2. Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

1. Montrons par récurrence que pour tout n € N : P(n) : « 0 < u,, < 1 »est vraie.

— n =0, ug =1/2 : c’est dans 1'énoncé, donc 0 < uy < 1. P(0) est vraie.
— Soit n > 0 fixé. Supposons que pour cet entier n, P(n) soit vraie, i.e. que 0 < u,, < 1. Mon-
trons qu’alors P(n + 1) est vraie également.

On a upy1 = up(l — uy).
Comme 0 < u,, < 1, 0on a aussi 0 < 1 —u, < 1, donc par produit 0 < u,(1 — u,) < 1, ainsi,
on a bien P(n + 1) est vraie également.

— Par récurrence, la propriété est donc bien vraie pour tout n € N.

2. On a:
Vn € N, unﬂ—un:—uigo

donc la suite (u,,) est décroissante. Comme elle est minorée par 0, la suite (u,) est convergente
vers un réel ¢ tel que ¢ > 0.

Puisqu’on a la relation :

2
VneN, w1 =u, —u;

par passage a la limite dans cette égalité, le nombre ¢ doit nécessairement vérifier
0 =10—(?

ce qui nous donne donc que £2 = 0, soit ¢ = 0.
Ainsi, la suite (u,) converge vers 0.

lim wu, =0
n—-+00
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

Soit (u,) définie par ug =1 et Vn € N, u, 1 = upe .

1. Montrer que Vn € N, u,, > 0.

2. Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

1. On procede par récurrence.
up = 1, donc on a bien ug > 1.
De plus, si pour un certain entier n, on a u, > 0, alors par produit u,,; = u,e """ > 0.
Ainsi, par récurrence, on a bien que :

VneN, u, >0

2. Pour tout n € N, w1 — u, = up(e ™ — 1) < 0, donc la suite (u,) est décroissante.
Comme elle est de plus minorée par 0, elle converge vers un réel £. De plus, par passage a la limite
dans la formule de récurrence, on obtient que :

14

(=te!=I1-eH=0=/(=00ue‘=1=/(=0

Ainsi, la suite (u,) converge vers 0 :

lim u, =0
n—-+o0o
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

Soit (u,) la suite définie par : ug = 1 et Vn € N, w1 = /4 + 3u,.

1. Montrer que : Vn € N, u,, > 0.
2. Etudier la dérivée de f : x — /4 + 3z sur [0, +o00]

3
3. Montrer que : Vn € N, |up41 — 4| < Z\un — 4|

3 n
4. En déduire que : Vn € N, |u,, — 4| < (Z) X 3

5. En déduire que la suite (u,) converge et déterminer sa limite.

1. Onaug=12>0.
De plus, si pour un certain entier n, on a u,, > 0, alors u,,; = /4 + 3u,, > 0.
Donc par récurrence, on a bien :

VneN, u, >0
2. La fonction f : x — /4 + 3z est bien dérivable sur [0, +oo[ et on a :
3
WITar
3. La fonction f est continue sur [0, +o00[, dérivable sur [0, 400 et pour tout ¢ € [0, +o0[, on a :
O = || = s < o=
24+ 3t 2v/4+2t 24 4

Donc d’apres I'inégalité des accroissements finis :

Vo >0, f'(x) =

e,y €0, +o0l,  17(@) ~ )l < Jle —y]

En particulier, pour x = w,, (car u, > 0) et y =4 (en remarquant que f(4) = 4), on obtient :
3

VneN, |upy — 4| = |f(un) - f(4)| < Z|un - 4|

4. Pour tout n € N, on a donc :

3 3\? 3\°

et en réitérant ce raisonnement n fois, on obtient que :

3 n
on=41< (3) huo-4

Or, ug = 1, donc |ug — 4| = 3. On a donc bien montré que :

3 n
Vn €N, |u, — 4| < (Z) X 3

n
5. Puisque lim (— = 0, on en déduit par encadrement que lim |u, — 4| = 0, autrement dit
n—-+4oo n—-+oo

que la suite (u,,) converge vers 4 :

lim wu, =4
n—-+00
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

Soit (u,,) définie par :
2u, +1
2+ uy,

up=0 et VneN, u,.1 =

1. Montrer par récurrence que Vn € N, 0 < u,, < up4q < 1.

2. En déduire que (u,,) converge et déterminer sa limite.

1. Remarquons qu’ici :

2u, +1  2(u, +2) -3 3
S AmrDo3 = f(wn)

Vn eN, u,.1 = = — =
" Unt1 2+ u, 2+ u, 2+ u,

oV €] — 2, +oo|, f(z) =2 — 52 La fonction f est croissante sur [0, +oo[ (composée de deux
fonctions décroissantes).
Pour n =0, on a uy = 0 et u; = 1/2, donc on a bien :

O<u<u <1
Soit n > 0. Supposons qu’on ait 0 < u,, < U1 < 1.

Alors, f étant croissante sur [0,1], on a : f(0) < upy1 < Upio < f(1), autrement dit:

0<1/2 < thyr < g < 1.

Par récurrence, on a donc bien :
Vn e N,0 < up <tpyp <1

2. La suite (u,) est donc croissante, et majorée par 1, donc elle converge vers un réel /.
Puisqu’on a montré que Vn € N, 0 < u, < 1, on a donc nécessairement (par passage a la limite
dans 'inégalité) :

0</<1
De plus, puisqu'on a : Vn € N, u, 1 = % et que ¢ # —2, on peut passer a la limite dans
I’égalité et on a :
20+ 1
5—3%?:M@+@—%+Liﬁ—lzﬁ—l(m%}@

Ainsi, la suite (u,) converge vers 1 :

lim wu, =1
n——4o00
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

2
Soit (u,) la suite définie par son premier terme ug > 1 et pour tout n € N, w, 1 = u2 + —.

n
1. Montrer que pour tout n € N, u,, est bien défini et u,, > 1

2. La suite (u,) est-elle monotone ?

3. Montrer par I’absurde que la suite (u,) diverge.

1. Montrons par récurrence que : Vn € N, « u,, existe et u,, > 1. ».
e ug est par définition donné vérifiant ug > 1.
e Soit n > 0. Supposons qu’on ait défini u,, tel que u,, > 1.

Alors u,, # 0, donc l'expression u?2 + — a un sens. Ainsi, u,,; existe bien.
n

. 2 .
De plus, puisque u, > 1, on a u? > 1 et o > 0, donc on a bien u,; > 1.

n
e Par récurrence, on a : Vn € N, u,, existe et u, > 1.

2 w2 +2  (uy+1)(ud —2u, +2
Un Un, Un

Or,VneN, u, >1,et Ve € R,2? — 22 +2 > 0 (car A < 0).
Ainsi, Vn € N u, 1 — u, > 0, la suite (u,) est donc croissante.

3. Par l'absurde, supposons que la suite (u,,) soit convergente, vers un réel ¢.
Puisque Vn € N, u,, > 1, on a donc nécessairement ¢ > 1.

Puisque Vn € N, u, 1 = u? + %, par passage a la limite (sachant que ¢ # 0 puisque £ > 1), on a :

pop 2 EHD@—2+2)
] ]

=0=/(=-1
Ce qui est absurde puisque ¢ > 1.

Ainsi, nécessairement, la suite (u,) est divergente.

Et remarquons que puisqu’elle est croissante, on a donc obligatoirement lim wu, = 4o00.
n—-+00
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1
Soit f la fonction définie sur R\ {—2} par f(z) = i i 5

Soit (uy) la suite définie par :

ug =0 et Vn €N, w1 = f(uy)

1. Montrer pour tout n € N que la proposition P(n) : "u, existe et u, > 0" est vraie.

2. Résoudre I'équation f(x) = x.
On note « la solution positive. Montrer que a < 1.

1

3. Montrer que pour tout x € R*, |f'(z)| < 7
Unp

1
4. Montrer que : Vn € N| |u,41 — a] < Z_l| —al.

5. La suite (u,) converge-t-elle 7

1. Par définition ug = 0 et donc ug existe et ug > 0.

Soit n > 0 et supposons que pour cet entier n on ait défini un nombre u,, avec u,, > 0.
Uy + 1 . .
Alors — a un sens (car u, # —2), donc u,,; existe, et en tant que quotient de nombres

un+1>0

= 0.
Up + 2
Par récurrence, on a bien :

positifs, on a u,1 =

Vn € N, u, existe et u, >0

2. Soit z € R\ {—2}. On a:

1 —14++/5
f(x):x:)xiz=$<:>x2+2$:x+1<:)x2+x—1:0<:>x:T\/_
T

“1+vE _ —1+V0

L’équation f(x) = x admet deux solutions, dont : o = 5 5 1.
3. La fonction f est dérivable sur RT et :
+2)—(z+1) 1
Ve e R, fr) = & -
! f@) (v +2)? (v +2)?
On a donc :
o 1 11
Vo € R, |f/(@)] = ——0 < o5 =

(x+2)2 22 4

4. La fonction f est continue et dérivable sur R et pour tout x > 0, | f'(x)| < 1/4. D’apres I'inégalité
des accroissements finis, on a :

Va,b € R*, |f(a) ~ f(B)] < gla b

1
En particulier pour a = u,, et b = «, on obtient : Vn € N, |u,41 — a] < Z]un —al.
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5. Par récurrence, on montre alors que :

n
Vn eN, |u, —al < (é_l) lug —
Et par encadrement, on en déduit que :

lim |u, —a|=0
n—+oo

Ainsi, la suite (u,) converge vers a.
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1. Etudier la fonction f définie sur Rt par f(z) = In(z 4+ 1) — 2. En déduire le signe de f.

2. Soit la suite (u,) définie par ug =1 et ¥n € Nyu,4; = In(u, + 1).
Montrer que pour tout n € N, u, est défini et u,, > 0. La suite (u,,) est-elle monotone ? conver-
gente ? si oui, préciser sa limite.

1. Pour tout z > 0, notons f(z) = In(x 4+ 1) — x. La fonction f est dérivable et on a :

1 —
ve 20, f(a:):x+1—1:$+1<

La fonction f est donc décroissante sur [0, +oc[. Or, f(0) = 0, donc nécessairement :
Va € [0, +oo[, f(z)<0

2. Montrons par récurrence que : Vn € N, u,, est bien défini et u,, > 0.
e Par définition uy =1 > 0.
e Soit n > 0. Supposons qu’on ait défini u,, tel que u,, > 0.
Alors u, + 1 > 1, donc In(u, + 1) a bien un sens, u, 1 est défini.
De plus, In(u, + 1) > In(1) = 0, donc uy,41 > 0.
e Par récurrence, Vn € N, u,, existe et u, > 0.
Etudions la monotonie de (uy,).

Vn € Ny — up = In(u, + 1) —up, = fuy,) <0

donc (uy,) est décroissante.
De plus, (u,) est minorée par 0, donc (u,) converge vers un réel ¢.
Puisque Vn € N, u,, > 0, on a nécessairement ¢ > 0.

De plus, Vn € N, u,41 = In(u, + 1), donc par passage a la limite (on a bien £ +1 > 0), on a :
(=In(l+1)=h(l+1)—(=0= fl)=0=1(=0

La suite (u,) converge donc vers 0.
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Soit f la fonction définie sur I = [0, 1] par f(z) =1 — 2.
1. Montrer que [0, 1] est stable par f. En déduire que si ug € I, la suite (u,,) donnée par
Vn € N u, 41 = f(u,) est bien définie.
2. Montrer qu'il existe un unique réel « € [0, 1] pouvant étre limite de la suite (uy,).
3. On suppose ug €]0, af.
(a) Etudier le signe de f o f(z) — z pour tout z € [0, 1].

(b) On pose v,, = ug, et w, = Ugy41. Etudier la monotonie de (vn). Quelle est sa limite ? La suite
(uy) converge-t-elle ?

1. Siz €[0,1], alors 0 <1 — 2% < 1, donc f(x) € [0,1].
L’intervalle [0, 1] est donc stable par f.

Par récurrence, si uy € I, alors la suite donnée par ¥n € N, u, 1 = f(u,) est alors bien définie et
ona :VneNu,el0,1].

2. Supposons que la suite (u,) converge vers un réel «.
Alors puisque : Vn € N, u, 1, = 1 — u2, on doit avoir :

—1++5

a=1-d?=?d’+a-1=0=a= 5

Or, puisque Vn € N, 0 < u,, < 1, on doit avoir 0 < a < 1, donc nécessairement :

Si la suite (u,,) converge, cela ne peut étre que vers

3. (a)

2020-2021

—1+v5
a:T

—1+v5
5

Pour tout « € [0, 1], on a :
fof(z)—z = f(1-2°)—z = 1—(1—2*)*—z = (1—2)—(1—-2)*(1+2)* = (1-2) (1—(1—2)(1+2)?)

=1-a)P+2?—2)=0(1—2)(2*+2-1)
Le signe de x(1 — z) est toujours positif, donc fo f(x) — x est toujours du signe de x? +x — 1.
Donc :

Vo €]0,af, fo f(z)—x <0, Vo €la, 1], fo f(x)—x>0

Pour tout n € N, v, = ug,. On a donc v,41 = ugpio = f o f(ug,) = fo f(vn).

Remarquons déja que l'intervalle |0, o[ est stable par f o f.

Si vy = ug €]0, af, alors pour tout n € N, v, = uy, €0, a].

De plus, on sait que pour tout x €]0, «[, f o f(x) — 2 < 0, donc (v,) est décroissante.

La suite (v,) est donc décroissante, et minorée par 0, elle converge. Mais puisque vy < a, on
aVn € N,v, < vy < «, donc (v,) ne peut pas converger vers la valeur a (elle converge vers 0
ici).

Ainsi, la suite (u,) ne peut pas converger (car si elle converge, c’est nécessairement vers «, et
alors toutes les suites extraites devraient converger vers o également).
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Soit (u,) définie par ug =0 et Vn € N, u, 1 = Vu, +n+ 1.

1. Montrer que : Vn € N, u,, < 2y/n.

2. Montrer que : u, = o (n)
3. Montrer que : u, e Vn
1
4. Montrer que : u, —vn ~ =
n—-+oo 2
5. Mont vn L L
. Montrer que : u, — - o~ —
o 2 n—+oo 84/n

1. On a bien uy < 0.
Onadeplusulzﬁ:1<2.
Pour n > 1, si on suppose u, < 2/n, alors :

it = Vi T F 1< n+ 2yl = (Va+ 1) = Vit 1 <2vn <2V 1

Ainsi, par récurrence, on a bien :

Vn €N, u, <2vn

2. D’apres 'inégalité précédente, on a donc :

Unp,

VneEN, 0<u, <2V/n=VYn>1, 0< <2

Si-

n

Donc par encadrement, on en déduit que : lim — = 0, autrement dit :
n—+oo N

o )

3. On en déduit que lorsque n devient grand :

Upr1 = VU, +1n+1 ~ \/ﬁ—::- vn+1

n—

Ainsi puisque u, ~ vk lorsque k — 400, on a bien :

4. On a:

Unp,

un+1—\/n+1:\/un+n+1—\/n+1:

On a donc bien :

1
un_\/ﬁ ~ 3

n—-+oo 2
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5. On a:

2 2

(n+1+un)—(\/n+1+%)2
vn+Tl+u, +vVn+1+43

1 1
Upt1 — n+1——:\/n+1—|—un—(\/n+1—l——)

ot ltu,— ((n+ 1)+ 5 +vVn+1)
vn+Tl+u, +vVn+1+43
un—\/n—kl—i

CVn Il tu, vt l+ ]

Or, on a :

1 . 1 0
4 n—+oo 2

Uy — n+1—i:(un—\/ﬁ)—<m—\/ﬁ>

et

1
Vntl+u, +vn+l+=- ~ Vn+l+u,+vVn+l ~ 2vn+1

2 n—+oo — 400

Donc par quotient :

1 1

Upy1 —Vn+1—= ~ ——
i 2 ntoo 8y/n + 1

1 1
A el

autrement dit :

2020-2021 Lycée du Parc

4

25/33
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Soit la suite (t,) définie par to =2 et Vn € N, t,,41 =

1. Etudier la monotonie de la suite (¢,).

2. Montrer que (¢,,) converge et déterminer sa limite.

tn

1+nt2

1. Remarquons déja que, par une récurrence rapide, on a Vn € N, ¢,, > 0.

On a alors : ;
Vn € N, ntl

1

La suite (t,) est donc décroissante.

= <1
tn 1+ nt2

2. La suite (t,) est décroissante et minorée par 0, elle est donc convergente vers un réel ¢ tel que

(>0.
Si ¢ # 0, alors nt? —+> +00, et alors par passage a la limite on aurait :
- n—-+0o0o
Vn eN, ¢ b
n s bn =
T 4 g2

Ce qui est absurde puisqu’on avait supposé ¢ # 0.

Finalement, on a donc nécessairement ¢ = 0. La suite (¢,,) converge vers 0.

n
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Hypokhagne B/L

On considere la fonction f définie sur R par f(z) = e” + .

1. Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle a expliciter.

Montrer que pour tout entier positif n, ’équation f(x) = n posseéde une unique solution que 1'on
notera u,,.

3. Etudier la monotonie de la suite (uy,).

5. En déduire que u,, ~ In(n).
n——+oo

Montrer que la suite (u,,) diverge vers +o0.

Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

. La fonction f est continue (somme de fonctions continues) et strictement croissante (somme de

fonctions strictement croissantes), donc réalise une bijection de R vers f(R) =|lim f,lim f[=
—00 +oo

| — 00, +00.

. Pour tout entier n € N, puisque n €] — 0o, +o00[= f(R), I'équation f(z) = n admet une unique

solution dans R d’apres la question 1, notée u,,. Remarquons que :

Vn eN, flu,) =n<=u, = f'(n)

. La fonction f étant bijective continue et strictement croissante, la fonction réciproque f~! est

également continue et strictement croissante. Alors :
n<n+l= f1n)<f'n+1)= u, <unp

La suite (u,) est donc croissante.

. Puisque liril f(x) = 400, on a également lim f~'(y) = +oo. Ainsi :
T—>+00

Yy——+00

up = [ (n) = Fo0

. Notons que, par définition, pour n > 1 :

e +u, =n=e"(1l+

Ainsi, en composant par In, on obtient :

Uy, + In (1 + ZZ) = In(n)

Or, comme u,, — 400, on a == — ( (par croiss.comp.), donc le terme de gauche est équivalent

eun

a u, dans ce qui précede, d’ou :

Un ™~ In(n)
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[22] Soit pour tout entier n > 1, f, la fonction définie sur 0, +oo[ par : ¥z > 0, f,(z) = nz + In(z).

1. Pour tout entier n > 1, montrer que 'équation f,(x) = 0 admet une unique solution sur |0, +o0|,
qui appartient a |0, 1]. On notera x,, cette solution.
Montrer que (z,) est décroissante.

En déduire que (x,) converge vers 0.

1
Montrer que pour n > 3, x, > —.
n

e B9 e

Etudier le signe de  — In(x) et en déduire que x,, <

1
N

1. La fonction f,, est clairement continue et strictement croissante sur |0, +oo[. Elle réalise donc une
bijection de ]0, +oo] vers f,(]0, +o0]) =] — oo, +00].
Puisque 0 € f,(]0, +00[), '’équation f,(x) = 0 admet exactement une solution dans ]0, +oo].

2. Pour tout n € N,

fn($n+1) =NTp41 + 1H($n+1) = (n + 1)$n+1 + 1H(In+1) — Tpt1 = fn+1($n+1) —Tpt1 = —Tpa1 < 0

Ainsi, f,(x,41) < fu(z,) et puisque f, est croissante, on en déduit que x,11 < x,.
La suite (z,,) est donc décroissante.

3. La suite (z,,) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge vers un réel ¢ > 0
Si jamais on avait ¢ > 0, alors :

—In(x, —1In(¢
Vn e N, nz, +In(z,) =0 = =z, = M ~ n(f) — 0 : contradiction
n n—-+4o0o n n—-4o0o

Donc la seule possibilité est que ¢ = 0.

4. On a : ) 1 ]
fn(_):n—+ln(—>:1—1n(n)<Ocarn>3

n n n

n () 1
< fulzp) = | — <z,

n
<

r — 1< x, donc z — In(z) > 0 pour tout = > 0.

5. Pour tout = > 0, on sait que In(x)
On a alors :

fa (%) :n%—i—ln(%) — Vi —In(v/m) > 0

> X,

2 (%) > fulwn) =

Si-
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(23] Pour n >3 et z € [0,n], on note : f,(z) = 2"~ — 1.

1. (a) Etudier les variations de la fonction f, sur [0,7].

(b) En déduire que I’équation 2™ = e” a une unique solution dans l'intervalle [0,n]. On note w,
cette solution.

2. Montrer que Vn > 3, u, > 1.
3. Etudier le sens de variation de la suite (Un)n>3-

4. Montrer que la suite (u,),>3 est convergente et déterminer sa limite.

1
5. On pose : v, = u, — 1. Montrer que v,, ~ —.
n—+oo N,

1. (a) Soit n > 3. La fonction f,, est bien dérivable sur [0,n] et on a :

Vo € [0,n], fi(z) =nz" e —a"e " = (n—x)z" e "

T 0 n
fu() +
(n/e)" —1
fu() /
-1

(b) D’apres les tableaux de variations donnés dans la question précédente, pour tout n > 3, la
fonction f,, est continue et strictement croissante sur [0, n].
Elle réalise donc une bijection entre [0,n] et [f(0), f(n)] = [-1, (n/e)" — 1].
Or, puisque n > 3, 2 > 1, donc (n/e)" — 1 > 0.
Puisque 0 € [—1, (n/e)™ — 1], il existe donc un unique u,, €]0,n[ tel que f,(u,) = 0.
2. Ona f,(1)=e'—1<0,donc f,(1) < fn(u,) et par stricte croissance de f,, sur [0,n], on a alors
1 < u,.

3. Pour tout n > 3, on a :

1
X ((Upeq ) Tle7Untt) — 1 =
Un+1 (( nH) ) Up+1

fn(un-i-l) = (un+1)n€—un+1 -1= —1<0

On a donc f,,(uny1) < fu(uy) et par stricte croissance de f,, sur [0, n], on en déduit que u, 11 < uy,.
La suite (u,),>3 est donc (strictement) décroissante.

4. La suite (uy)n>3 est donc décroissante et minorée par 1, elle converge vers un réel ¢ qui doit
vérifier £ > 1. Or, on a :
U,

Vn eN, (u,)"e ™ =1= nln(u,) —u, =0 = In(u,) = et g (car ¢ #0)
n—-+0o0

On en déduit donc que lim In(u,) = 0, ce qui prouve que :
n—-+o0o

lim wu, =1
n—-+o0o
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5. On sait que Vn € N*, In(u,) = “=, donc :

v, +1

In(v, +1) =
n

Puisque lim v, =0,onaln(l+wv,) ~ wv,etl+4+wv, ~ 1, dou:
n—-+o0o n—-+00 n—-4o00

Un, ~ —
n——+oo N
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Pour un entier n > 3, on pose f,(x) =z —nln(z) pour z > 0.

1. Dresser le tableau de variations de f,, et esquisser son graphe.
2. Montrer que I'équation f,(z) = 0 admet deux solutions sur R%.
On note u, la plus petite solution de f,(z) = 0 sur R%.

3. Montrer que (u,) est décroissante, et converge vers 1.

1
4. On pose u, = 1+ v,. Montrer que v, ~ —.
n—+oo N
. /o n r—n .
1. La fonction f,, est dérivable sur |0, +oo[ et on a Vo >0, fl(z)=1—— = . La fonction f,
x x

est donc strictement décroissante sur |0, n[ puis strictement croissante sur |n, 4+00].
On a clairement lim f,(z) = +oc.
z—07t

Pour la limite en 400, on a : f,(z) =z —nln(x) ~ =z

T—+00
T 0 n 400
(@) - 0 +
+00 +0o0

ul) \ /

n(l —In(n))

2. La fonction f, est continue et strictement décroissante sur |0, n[, donc réalise une bijection de |0, n|
vers f,(]0,n[) =n(1 —1In(n)), +oo[. Comme 0 € f,(]0,n[) (car 1 —In(n) < 0 puisque n > 3 > e),
I'équation f,(x) = 0 admet une unique solution sur I'intervalle 0, n|
De méme, la fonction f, est continue et strictement croissante sur [n,+oo[, donc réalise une
bijection de [n, +oo[ vers f,([n,+o0]) = [n(1 — In(n)), +oo]. Comme 0 € f,([n, +oo[), 'équation
fn(z) = 0 admet une unique solution sur l'intervalle [n, 00|

3. Soit n > 3. Remarquons que f,(1) =1 > 0, donc nécessairement sur Uintervalle |0, n[, f,(1) =1
et fn(u,) =0, f, étant strictement décroissante, on a donc 1 < w,, :

Vn>3 1<u,<n

Soit n > 3.
La fonction f,41 est décroissante sur |0,n + 1] et on sait que f,; s’annule en w, ; sur cet
intervalle. De plus,

for1(un) = up — (n+ 1) In(uy,) = fu(u,) — In(u,) = —In(u,) <0

On a donc fri1(u,) < fri1(Uni1), avec f,i1 décroissante sur |0,n + 1] et u,, u,4+1 appartenant
tous deux a cet intervalle, donc u, > ;.
La suite (u,,) est donc décroissante.
La suite (u,) étant minorée par 1 et décroissante, elle converge vers un réel ¢ > 1. Or, on sait
que :

Vn e N, u, =nln(u,) = In(u,) = Y — 0=u, — 1

n
n n—-+oo n—-+4o0o

La suite (u,) converge donc bien vers 1.

2020-2021 Lycée du Parc 31/33



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Compléments sur les suites

4. On pose u, = 1+ v,, autrement dit, (v,) converge vers 0. On a :

VneN, u, =nln(u,) =nln(l+v,) ~ 1l=m, ~ 1=v, ~ -—

n—-+4o0o n—-+oo n—+oo N,
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2 "

@ Soit n € N* et fn:x»—>—1+m+%—|—-~+—.
n

1. Montrer que pour tout n > 2, il existe un unique z,, dans ]0, 1| tel que f,(z,) = 0.
2. (a) Montrer que la suite (z,),>2 est décroissante.

n

(b) Montrer que 1+ In(1 — x,,) +/ 14
A _

En déduire la limite de la suite (z,)n>2-

dt = 0.

1. Soit n > 2. La fonction f,, est continue sur ]0, 1] (c’est une fonction polynomiale).
De plus, f, est dérivable et Vo €]0,1[, f'(z) =1+ z+2*+---+ 2" > 0, la fonction f, est donc
strictement croissante sur |0, 1[.
Etant continue et strictement croissante, f, réalise donc une bijection de 0, 1[ vers f,(]0, 1]).

Or, £,(0,1[) =]/a(0), f(1)[= ] -1, Z % [

Comme 0 € f,(]0,1]), il existe un unique réel x,, €]0, 1] tel que f,(x,) = 0.

2. (a) Soit n > 2.

na fo(rpe1) =—14 2,01+ 44 = fog(wpye) — 40 = - .
+1 +1 2 T n+1 n+1

On a donc f,(zp11) < fo(x,) done z,41 < x, (puisque f, est strictement croissante sur |0, 1],
avec x,, €]0,1[ et z,41 €]0, 1]).

Finalement, la suite (z,) est donc décroissante.

Remarquons que, étant décroissante et minorée, la suite (z,) est donc convergente.

In tn In 1 In tTl l'nl_tn
1+1n(1—xn)+/ dtzl—/ —dt+/ dtzl—/ dt

xnnflk n—1 raan
0 ; o = el

De plus, remarquons que :

pour tout n > 2,

In g 1 Tn 1 1 1 1
0< / dt < / t"dt < / t"dt = X
o 1—1 11—z, Jo 11—z Jo l—29 n+1

Tn n

dt = 0.

Par encadrement, on a donc lim
n—+oo J —t

On doit donc avoir :
lim In(l —=x,)=-1

n—-+0o

donc :

11—z, — et autrement dit Ty, — l—et

n—-+o0o n—-+oo
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