ELEMENTS DE CORRECTION DU DS2 (2020-2021)

Exercice 0 Les basiques
1. (a) La base canonique de R? est libre et génératrice : ((1;0;0);(0;1;0);(0;0;1)).

(b) Une sous-famille de la famille précédente par exemple ((0;1:;0);(0:0;1)) est
libre mais pas génératrice de R3.

(¢) Une sur-famille de la base canonique par exemple
((1;0;0);(0;1;0);(0;0;1); (1;151)) est génératrice de R3 mais pas libre.

(d) Deux vecteurs colinéaires forment une famille liée et non génératrice de R?, par
exemple ((0;0;2);(0;0;1)).

2. G = Vect((1;0;0);(0;1;0)) et F = Vect((0;0;1)) conviennent car la concaténation
d’une base de G et d'une base de F donne une base de R3.

3. On cherche 2 sous espaces vectoriels de R? dont 'intersection n’est pas réduite au
vecteur nul. Par exemple G = Vect((1;0;0);(0;1;0)) et F = Vect((1;0;0);(0;0;1)).

4. (a) Une primitive de la fonction In est définie par x — zin(z) — x d’ou
[{ in(z)dz = win(m) — 7 + 1.

(b) On reconnait la formule v'u qui est la dérivée de “72 en posant u(z) = Arctan(zx).

Ainsi fol mQ—IJrlArctan(x)dm = [w](l) = 1;—22 .

Remarque : on peut aussi appliquer le changement de variable u = Arctan(z).

Exercice 1 ANNULE ET REMPLACE
Suites, fonctions et intégrales (ECRICOME 2017)

1. (a) La fonction ¢, est continue sur |0; 7] en tant que quotient de fonctions conti-

nues, le dénominateur ne s’annulant pas. Il reste a vérifier la continuité en 0.

Orona: g, ~y —2222 ) —24¢2z. Or hH(l) —2a*r = 0 = ¢,(0). Donc la fonction
z—

2
est continue sur [0; 7].

(b) La fonction ¢, est dérivable sur |0; 7] en tant que quotient de fonctions déri-
vable, le dénominateur ne s’annulant pas.

Or pour tout G]O, g]j SDa/(fE) _ —2asz'n(2aw)Xsin(szi)n—zgjgs@ax)—l)Xcos(m)'

s

(c) ), est continue sur |0; 7] comme quotient, produit et somme de fonctions conti-
nues. Donc ¢, est C' sur ]0; Z].

(d) On étudie la limite du taux d’accroissement suivant : M.

@a(2)—p(0) __ cos(2ax)—1

~o —2a? (d’apres 1.a).

T x.sin(x)
Donc ¢, est dérivable en 0 et ¢/, (0) = lim —2a?% = —2a>.
z—
—2asin(2ax) X sin(x cos(2ax)—1)xcos(x
(e) (ng(x) — ' s(zn2(20>)< () _ (cos( 57,)712(3; ( )
,2asw;(iiazazl>)<szn(z) ~0 —4a2 et (cos(Za;Ei)n;a;cos(x) ~0 —9a2. De phlS .
lim —4a* = —4a? )
T—> : ’ _ )
hn’(l) _2a2 — _2a2 = igr[l) Qoa(x) - 2a QOOL(O)
T—r

Donc ¢/, est continue en 0 soit ¢, est C! sur [0; Z].
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2. (a) Soitn>1leta€F.
On pose u(t) = @, (t) et v'(t) = sin((2n + 1)t) soit v(t) = %ﬁlﬂ)t)

On a u et v qui sont C" sur [0; 2] et pour tout ¢t € [0; 5], u/(t) = ¢, (¢).

Une intégration par parties donne :



— 2n+1 2n 1
Fala) = 2([ipa(t) x QUS4 15 o (1) x @00 gy

= 2(0+ [ 7 ) (£) x =l2ntl0 gy

|fu(a)] < 25 +1 f02 | @) (t)|dt par linéarité et inégalité triangulaire
(on rappelle que pour tout réel X, |cos(X)| < 1).

¢/, ¢tant continue sur [0; 7], elle est bornée, il existe M > 0 tel que

vt € [0; 5], [, (t)] < M. Donc | fn(a)] < 255 M x 5. On a I'inégalité souhaitée
pour A = M.
En appliquant le théoréme des gendarmes, on a lirf fala) =0.
n—-+0o0
(b) fola) = 2f0 cos(2at) — 1dt = 2[‘”"(2‘”) t]0§ = @ — .
(c) 801ta€Eetk:>1
Par linéarité fp(a) — fr_1(a) = 2f0 0o (t)[sin((2k + 1)t) — sin((2k — 1)t)]dt

= 2f02 20, (t)sin(t)cos(2kt)dt
= 2f02 2( cos(2a ) — 1)cos(2kt)dt
= 2[0 cos(2(a+k)t)+cos(2(a—k)t) — cos(2kt)dt

)

sin(2(a+k sin(2(a—k sin(2kt)15
— [EnlEethn) 4 an(alobi) _ sin(akn) 3
_ sin((a+k)m) + sin((a—k)m)  sin(km)

a+k ; (ra) k

_ (=D¥sin(wa) (—=1)*sin(ra
- a—l&;k + 1(1 k .
=(-1) sm(wa)(ﬁ + =)

3. En sommant les égalités précédentes pour k entre 1 et n :
fala) = fola) = 325y fula) = fri(a) = Yoy (1) sin(ma) (= + %)
. n —1)k n
= sin(ra)(Sisy Gk + Zie )
= sin(wa)(I,(a) — £ + Jy(a)

D’ou f.(a )—Sm(ﬂa)[f (a) + Ju(a)] — 7.
4 [y an(B)dt = g o(=1)F [y 5o tdt = 0 (= 1)F[E ] = Lu(a).
Jo Bu(t)dt = STp_ (1R [l kel = ST ()M EE = T (a).

Exercice 1 INITTALEMENT PREVU Suites, fonctions et intégrales (ECE 2002)
Partie A
1. Soit n € N*. La fonction h,, est dérivable sur | — 1;+oo[ en tant que somme de
composée et de quotient (le dénominateur ne s’annulant pas) de fonctions dérivables
sur leur ensemble de définition et pour tout x > —1 on a: Iy (z) = {1 + (1+$)2 >0
La fonction h,, est donc strictement croissante sur | — 1; 4+o0].
Remarque : On peut retrouver les variations de h,, par somme et composition en
remarquant que pour tout z > —1, hy(x) =nin(l+2z) +1— ——

1+:v
2. h,(0) = 0 ainsi la fonction h,, est strictement négative sur | — 1;0[, nulle en 0 et
strictement positive sur |0; 4+o00].
3. (a) La fonction f; est dérivable sur | — 1;4o00[ en tant que produit de fonctions
dérivables sur | — 1; +oo[ et pour tout x > —1 on a :
filz) =In(1+2)+ 5 = h(x) .
(b) La fonction f; est donc strictement décroissante sur | — 1;0] et strictement

croissante sur [0; 4-00.



4. Soit un entier n > 2.

Partie B
1.

(a)

(b)

(a)
(b)

La fonction f,, est dérivable sur | — 1;+o0[ en tant que produit de fonctions
dérivables sur cet intervalle et pour tout x > —1 on a :
fi(x) =nz" Un(l+z) + lfr—nm = 2" h,(z) .

Si n est pair alors 2" change de signe en 0 donc f/ (x) est positif (nul en 0)

et f,, est strictement croissante sur | — 1; +o0].
De plus par produit lim f,(x) = —cc et lim f,(z) = +o0
z——1 T—r+00

Si n est impair alors f/ (z) est du signe de h,(x) donc f,, est donc strictement
décroissante sur | — 1;0] et strictement croissante sur [0;+oo[. De plus par
produit lim f,(z) = 400 et lim f,(z) = +o0

rz——1 T—+00

Soit z € [0;1]. On a : x—l—i—zH:%:%

Uy = fol xln(1 + z)dz. On pose u(z) = In(l + x) et v'(x) = z so 1t v(z) = %2
On a u et v qui sont C* sur [0; 1] et pour tout z € [0; 1], v/(z) = 5.
Une mtegratlon par partles donne :
Up = [In(1+2)% fo 2(:p+1 St 02
=1n(2) -1 Ox—l—I—x—de
1

|

2 2

4
Soit n E N*. Par linearite de l'intégrale, on a :
Unt1 — fo (x — 1)In(1 + x)dx. Les bornes sont dans le bon ordre et

la fonctlon qu’on intégre est négative sur [0;1] en tant que produit de deux
facteurs positifs et d’un facteur négatif ainsi par positivité de I'intégrale,
Uns1 — U, <0 et la suite (U,) est bien décroissante.

Soit n € N*. Par positivité de I'intégrale (les bornes étant dans le bon ordre), on
a U, > 0. Par ailleurs sur [0;1] on a 2™In(1 + z) < 2"In(2). Ainsi en intégrant
de part et d’autre de cette inégalité (les bornes étant dans le bon ordre) on a :
U, < fol 2"n(2)dz soit U, < [2-2in(2)]} don U, < =&

n+1 n+1°
La suite (U,,) converge vers 0 d’aprés le théoréme des gendarmes.

Soit x € [0;1] et » > 2. On reconnait la somme des termes d’une suite géomé-

trique de raison ¢ = —x # 1 ainsi
. 17(71.)77,4»1 . 1 (7x)n+1 . ( )n n+1
50 = FTn =t T TR T T

D’une part on a par linéarité de l'intégrale :
1 k+1

fo n(z)de = Zk ofo x)*dr = Zk —0 (—(k+1 Zk =0 k+1 :

D’ autre part, touJours par hnearlte de !’ 1ntegrale

1 1nn+
01+x+( : dr = [In(1+ )] +f0 1+:v

Soit n > 2. On a U, = fo z"In(1 + z)dx. On pose u(z) = In(l + z) et
v'(z) = a2 soit v(x ) = 7 sur [0;1] et pour tout
x € [0;1],u/(x ) = 1+ Une mtegratlon par parties donne :

=In(2) + (-1)" [, & dx

n+1 n+1
Up = [In(1 +2) 77 ] o [CESyEEm) dx
_ 2 1 rlg ”“d
- ln-(i—l) n+1 O z+1 )k (@) 1) -
n(2 -1 n(2 —1)n n —1)k
= et n+1 [Zk 0 k+1 - ln(?)] = + (n+1) [ln(2) - Zk:o m]

Pour n = 1 le membre de droite vaut : @ — %[ln(Q) —(1- %)] =1_y.

Donc oui, on peut généraliser cette formule au cas ou n = 1.
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Exercice 2

1. Pour tout x > —1, la fonction ¢ — J%Tl est continue sur [0; z] (ou sur [z;0]) en tant
que quotient de deux fonctions continues, le dénominateur ne s’annulant pas. g est
donc bien définie sur | — 1; +o0.

2. Siz €] —1;0] alors les bornes sont dans le mauvais ordre et la fonction ¢ — \/ttTl est

négative sur [x;0] donc g est positive sur | — 1;0[ . Si & € [0; +oo[ alors les bornes

sont dans le bon ordre et la fonction ¢ — \/tt—Tl est positive sur [0;z] donc g est

positive sur [0;+o0[ . g s’annule pour x = 0.
3. En tant qu’intégrale fonction de sa borne supérieure, on sait que g est dérivable sur

X

]—1; +o0[ et pour tout x > —1,g'(x) = NEs Comme ¢’ est continue sur | —1; 00| ;

g est C! sur | — 1; +00[. Comme ¢'(z) est négatif sur | — 1; 0] et positif sur [0; +oo],
on sait que g est décroissante sur | — 1; 0] et croissante sur [0; +o00].

4. (a) Soitt>0.ﬁ§\/¥<:> \/‘t/%S1<:>\/f§\/t+1cequiestvraipar

croissance de la fonction racine carrée sur ]0; +oo.

(b) Ainsi pour x > 0, on a par positivité de U'intégrale (les bornes étant dans le

bon ordre) : g(z) < [ Vidt = [%t%]g = %x%
Avec liril %a:% = 400, on ne peut pas déterminer la limite de g en 400
T—>+00

(I'inégalité n’est pas dans le bon sens).
5. (a) Soit z > —1. On pose u(t) = t+ 1. La fonction u est C'* sur [0; z] (ou sur [z;0])

et on a pour tout ¢ € [0; z];u/(t) = 1 ainsi g(z) = flﬁl “—\/_aldu = {Hl \/ﬂ—\/%jdu

(b) On a donc : g(z) = [%u% —2y/u){t = 2z + 1)2 — 2z +1— (2-2) =
Vi+1(3(z+1)—2)+ 3.

(c¢) Par composition et produit on trouve que hI}_l g(x) = 400
T—r—+00

(d) lim g(x) = 3 est finie. On peut donc prolonger par continuité la fonction g

r——17F

a droite de —1 en posant g(—1) = 3.

Exercice 3
1. (a) det(A) =—35+36 =1+ 0 donc A est inversible et A~ = ( _g >
-4 3 )

-2

4
7

(b) det(P)=8—9 = —1#0 donc P est inversible et P! =

VR

Pour calculer PAP~!, il faut prioriser.

(c) Soit n € N. On remarque que "= Iy + N ou N = (8 é)

donc N? = 0 et pour n > 2, la formule du bindéme de Newton donne (puisque
I, et N commutent) : T" = [y + nN.
Pour n =0, on a T° = I, (la formule convient) et pour n =1 on a T' =T (la
formule convient également).

(d) Pour n = 0, 'égalité est vraie car A = [ et PT°P~! = PP~ ' =1,
Soit n € N. On suppose que A" = PT"P~1. Alors A"t = A"A = PT"P~'PTP~!
d’aprés la question (b). On a bien par associativité
At = pprrp-t = prrtlp-t
La propriété est vraie pour n = 0 et elle est héréditaire donc elle est vraie pour
tout entier naturel n.

o . . n [ 2 2n+3
(e) Il faut prioriser les produits matriciels, on a PT™ = ( 3 344 )

s A" — 14+6n —4n
P - I 1—6n )



Exercice 4 Partie A

1. F ={(z;y;y) € R® x,y € R} = Vect((1;0;0); (0;1;1)). Les vecteurs w=(1;0;0) et
v=(0;1;1) sont dans F et ils ne sont pas colinéaires donc la famille (w;v) est libre de
cardinal 2 et elle est génératrice donc c’est une base de F. On a bien F = Vect(w;v)
et dim(F) = 2.
2. {(z;y;2) eR¥x—y=0et 2 —2y =0} = {(m;9y;2) E R¥z =y et z =2y} =
{(y4:2y) € R} = Veet((1;1;2)) = G .

3. (a) Soit u= (z;y;2) e FNGalorsz =y =zet z—2y =0 donc —y = 0. u est le
vecteur nul donc F et G sont en somme directe.
De plus dim(F + G) = dim(F) + dim(G) = 3 = dim(R3) et F + G C R3
donc FF @ G = R®. Remarque : On peut aussi vérifier correctement que la
concaténation d’une base de F et d'une base de G donne une base de R?.

(b) METHODE 1 (non attendue car résultat admis) Soit u = (a;b;c) € R3.
On cherche & décomposer u dans la base de R? obtenue par concaténation des
bases de F et G. On cherche donc les réels a, 3,0 tels que
u=a(1;0;0) + B(0;1;1) + 6(1;1;2) . Cela revient a résoudre le systéme :

o + ) = a
g+ 0 =
g+ 20 =
o + 0 = a
Latlagla B+ 6 = b
0 = c—0b
o = a—(c—b)
= B = b—(c—0)
0 = c—b
Ainsiu =[(a+b—c)(1;0;0) + (2b — ¢)(0; 1;1)] + (¢ = b)(1;1;2) e FD G
La projection de u sur F parallelement & G est bien donnée par
p(u) = (a+b—1¢)(1;0;0) + (2b — ¢)(0;1;1) = (a+ b — ;20 — ¢;20 — ¢) et la
décomposition de u = (a, b, c) dans F' @ G est
(a+b—c2b—c;20—c)+ (=b+c¢,—b+c,—2b+ 2c)
METHODE 2 Puisque la réponse est proposée il "suffit" de la tester. Cela
demande de démontrer que p(u) € F et que u — p(u) € G.
11 -1
(c) Lamatrice de p relativement a la base canoniquede R3est B=| 0 2 —1
0 2 -1
Partie B
1 1 -1
1. La matrice de f relativement & la base canonique de R3®est A= | 0 1 0
01 0

2. On vérifie facilement que A? = A.

3. Soit u = (z;y;2) € Ker(f) alors z +y — 2 =0 et y =0 donc

r—z=0ety=0

Ker(f) est la droite vectorielle engendrée par (1;0;1).
Pour montrer que Ker(f) et G sont en somme directe, on considére
(z;y;2) € Ker(f)NG. Alors il existe un réel a tel que (z;y; 2) = (a;0; a) et il existe

un réel b tel que (z;y; z) = (b; b;20) ainsi b =0 et b = a donc (z;y;2) = (0;0;0).

4. Le plus simple est de calculer AB et BA... On retrouve respectivement B et A.



Partie C

1.

r? =p*+pof +fop+fP=p+f+p+f=2p+f)=2r#r doncr nest
pas un projecteur. Remarque : on peut travailler avec les matrices et vérifier que

(A+ B)?# A+ B.

. Soit w € Im(r — 2id) 1l existe v € R? tel que u = (r — 2id)(v) = r(v) — 2v.

Ainsi r(u) = r?(v) — 2r(v) = 0 d’aprés la question précédente donc on a bien
Im(r —2id) C Ker(r).

Soit w € Ker(r — 2id). Alors r(w) = 2w donc par linéarité de w = r(3w) € Im(r)
donc on a bien Ker(r — 2id) C Im(r).

Remarque : on peut aussi caractériser les sous espaces vectoriels Im(r — 2id),
Ker(r), Ker(r — 2id) et Ker(r) avec une base. On trouve méme que Ker(r) =
Im(r — 2id).

3. id = 3(r — (r — 2id))

4. L’inclusion indirecte est évidente.

Avec ’égalité obtenue a la question précédente, on sait que chaque vecteur u de R?

s’écrit comme combinaison linéaire d’un élément v = 1r(u) = r(ju) € Im(r) et
d’un élément w = (r — 2id)(u) € Im(r — 2id) C Ker(r). Ainsi v € Im(r) + Ker(r).
Montrons que v € Ker(r —2id). On a par linéarité (r — 2id)(v) = (r — 2id)(ir(u))
$(r*(u) — 2r(u)) = 0. CQFD Enfin Ker(r) N Ker(r — 2id) = {0} est ¢vident (en
I'écrivant) donc la somme est directe (et la décomposition est unique).

Remarque : 1l faut VRAIMENT insister sur 'apprentissage des définitions et des hy-
pothéses d’application d’un théoréme pour améliorer la rédaction !

Festival d’erreurs lues dans les copies = a ne plus faire :

confondre les objets ou les variables

affirmer " f est dérivable car définie et continue"

ne pas maitriser les notations

ne pas introduire les objets utilisés, les variables

écrire "¢ est croissante" : sur quel intervalle 7 7 7

inventer des théorémes comme "si F' est une primitive de f alors

lim F'(z) = lim f(x)” (prenez la fonction inverse et la fonction In)
T—a T—a

ne pas expliquer sa démarche

écrire (§)% = %2

évoquer la "fonction f(xz)"

écrire C; a la place de C*



