ELEMENTS DE CORRECTION DU DM 11 (2020-2021)
Partie A : Produit de convolution

1. (a) On trouve ag = 1,a; = 1,a9 = 2,a3 = 5,a4 = 14

(b) So = ag = 1,51 = apar + arap = 2,53 = apas + a1a; + azag = 5,
53 = agas3 + aias + asa + asag = 14, 54 = agGy4 + a1a3 + asas + aza; + agag = 42

On remarque que pour n € {0,1,2,3},5, = an41.
On effectue le changement de variable j =n — k<= k=n—j.

Soit n € N. On a :

omt2y . (2n42) 2t ))2nt1)l  2@2ndD)! 4
(n+2anir = (341) = @it = (orianr = aiggr O une part.

D'autre part : 2(2n + 1)a, = 2(2n+ 1)o7 (2) = 220 + 1) 50 = 220ty
CQFD
(b) Soit n € N. On a :

n+1

Snt1 + Tog1 = Y apang1—k(1 + k)
k=0
n+1

= plpi1 + Y Qplpi1—k(1 + k)
k=1

= An+1 + Z aj+1an+j(j + 2)
7=0

= Upy1 + Zoa"ﬂQ(Qj +1)a,

= Qpy1 T+ ilT’n =+ QSn

= Qpy1 + 208, + 2S5,

=dapp1+2(n+1)S,

Par ailleurs, d’aprés la question 2(b) on a :
Snt1 + Tog1 = Spp1 + 552 S04 = 225,14

4. Montrons par récurrence sur n € N, que la proposition "S,, = a,,.1" est vraie.
Initialisation : pour n = 0 on a fait les calculs dans la question 1 et on a bien
SO =1= aq
Hérédité : Soit n € N. On suppose que S,, = 1.

2(2n+3)

Alors S,41 = n+3 —=(apy1 +2(n+1)S,) = n+3(an+1 +2(n+ Dap) = 5 g1 =
%anﬂ = a,42 d’aprés la question 3(a).
Conclusion La propriété est vraie pour tout entier naturel n d’aprés le principe de

récurrence.
Partie B : Transformation d’Abel Soit n € N*.

n—1 n n—1
1. W, + Z Ak(bk—H — bk) =a1b + Z (Ak — Ak—l)bk + Z Ak(bk+1 — bk>

)
(a)
(b) On ajoute membre & membre les 2 égalités précédentes.
(a)

n

=arb; + Z Agby, — Z Ap_1by, + Z Apbpgr — Z Apby,
k=2
En changeant I 1nd1ce dans la deux1eme somme on a:

arby+ Y Ay — E Ajbji1 + Z Apbrr — E Apb
k=2 j=1 k=1 k=1
= albl + Anbn — a1b1 = Anbn

2. La suite (|Ax|) étant majorée par M et la suite (by) étant décroissante on a :

n—1 n—1
Yo A(be = brga)| < D2 M(be — brya)
k=1 k=1

Cette somme est télesc_opique d’ou :

n—1
>0 Ak(br — bry1)| < M(by — b,) < Mby car pour tout entier naturel n, b, > 0.
k=1



3. On vient de justifier que la série de terme général (Ay(by — bgr1)) est absolument
convergente donc convergente (puisque les sommes partielles de la série de terme
général (|Ay(bx — bry1)|) sont majorées).

La suite (A,b,) converge vers 0 en tant que produit d’une suite bornée et d'une
suite qui converge vers 0.

4.

n—1
Enfin (W,, = > Ag(bx — bry1) + Anb,) est convergente en tant que somme de 2
k=1

suites convergentes.

(a)

On cherche a appliquer le résultat précédent avec pour tout entier naturel
n,a, = (=1)" donc A, = —1 ou 0. La suite (|A,|) est bornée par 1 et la
suite (b,) est décroissante de limite nulle donc la suite (W),,) est convergente
c’est-a-dire que la série de terme général ((—1)"b,) converge.

Cette série n’étant pas a termes positifs, on regarde sa convergence absolue.
On pose pour tout entier naturel non nul, a, = €™, On sait que |¢¥| < 1
car 0 # 2kII ainsi la série géométrique de raison |¢?| est convergente de limite
ﬁ donc la suite (| A,|) est bornée (inégalité triangulaire) et la suite (b, = <)
est décroissante de limite nulle. On est bien dans le cadre du résultat obtenu a
la question 3 : la série de terme général (%) est absolument convergente donc

convergente.



