ELEMENTS DE CORRECTION DU CB1 (2020-2021)

Exercice 1

I+ e i1
1+iV3 V2
2. En multipliant et en divisant par le conjugué du dénominateur on a :

i 1+\/§+Z,1—\/§
1+iv/3 4 4

1. 1440 =1/2¢" et 1443 = 2¢i5 ainsi

3. En identifiant les parties réelles et imaginaires et en considérant la parité des fonc-
tions cos et sin, on a :

= |V2+V6
1) = cos(—1) = 2113 = 1 ;

)= —sin(~13) = ~vafE =| VO 2

tcm(ﬂ) _ —1+v3 _ (=1+V3)(1-V3) _ 1—2\2/§+3 —|2— \/g

12 1+v3 -2

cos(

cl=

sin( et par quotient :




Exercice 2

1.

(a)

(b)

Soit € R. On rappelle par exemple que | sin(2x) = 2sin(z)cos(x) | et

cos(2z) = cos*(z) — sin®(z)|.

Pour tout entier relatif k, la fonction tan est définie sur |5 + KII; § + KII[.
Ainsi la fonction x +— tan(2x) est définie s’il existe un entier relatif k tel que

—II IT 11 I1
F kI <2z <G +kIIdou|D=|J]— +k=;— + k=]
4 2 4 2
keZ
Soit x € D.
3 ’ A : 2sin(x)cos(x) 2tcm(x)
On sait d’aprés la question la) que tan(2z) = o (@)’ = | T3 3(2) en
— tan?(x

factorisant par cos®(z) au dénominateur et en simplifiant.
Remarque : il y a plusieurs réponses valables ici, tout dépend de la formule
de cos(2x) rappelée dans la question la).

Pour X #1et —1:

2X
—1= = -1+ X*-2X =0
1— X2 +
- 2++/8
=SB 2\/_ =1+V2
S={1+Vv21-v2}
. _II 2tan(=L .
On sait que pour 2z = =7, on a : tan(2z) = -1 = = Z(S_H) ainsi
an e
X = tan(‘TH) est la solution négative de I’équation : —1 = 13))((2.

On a bien tan(?) =1-2

A=2—-4(vV2-1)=—-4/2+6.
C’est un nombre strictement positif car v2 ~ 1,4 < 1,5 donc 4v/2 ~ 5,6 < 6.

Ainsi % = —2v/243 > 0. Les nombres étant positifs, pour les comparer,

comparons leur carré :
(V2-12=2-2V2+1=3-2y2=%.CQFD

D’aprés la question précédente, A = 2 — /2. Les solutions de I'équation
X2 - 2X ++v/2—1=0 sont donc X = ‘/Eﬂ;*/z = ﬁig*‘/ﬁ) soit :
X=1louX=+v2-1.

S ={1;vV2 -1}

Posons X = tan(x). Alors les solutions de (E) sont les réels qui vérifient
tan(z) = 1 = tan(¥) ou tan(z) = V2 -1 = tan(g) d’aprés la question

le), la fonction tangente étant impaire sur son ensemble de définition.
Finalement, la fonction tan étant périodique de période II, I’équation
tan?(z) — v/2tan(x) ++v/2 — 1 = 0 a pour ensemble solution :

IT IT




Probléme 1

1.

4.

(a)

(b)
()

()

(a)

f est continue sur |0;+oo| par opérations (produit et sommes) sur les
fonctions continues. Par ailleurs, les croissances comparées et les opérations

sur les limites donnent : liH(l) f(z) =1= f(0) donc| f est continue sur [0;+oo]|.
x—

Par opérations (produit et somme) on a :| lim f(z) = —o0|.
r—r-+00

Il s’agit de résoudre I’équation f(z) = 1. On sait que 0 est une solution par
définition et sur |0; +oo[ on a : 12%(3 — 2in(z)) = 0 <= 3 — 2In(z) =0
ez =c>. Ainsi| f ({1}) = {0;e2} |
1 admet deux antécédents par f dans [0; +oo[ donc f n’est pas injective sur
[0; +00] et a fortiori f n’est pas bijective sur [0; +ool.

De plus f étant continue sur [0; e%] et dérivable (par opérations sur les
fonctions dérivables) sur |0;e2[ et puisque f(0) = f(e?), le théoréme de
Rolle assure I'existence d’un point critique pour f sur ]0; e2[ donc sur ]0; +o00].

. ” ” . . —1
Par croissances comparees et operatlons on a : lim % =0.
x—0

Cela prouve que | f est dérivable en 0 et que f/(0) =0

f est dérivable sur |0; +oo[ par opérations (produit et sommes) sur les fonc-
tions dérivables et pour tout réel z > 0, on a :

fl(x) =23 =2In(x)) —x=2(2 - 2In(x)) = 22(1 — In(z))

Par croissances comparées et opérations on a :

lir% f'(z) =0 = f'(0) d’apres la question 2a) ainsi | f’ est continue en 0|.
xr—r

1 est par ailleurs continue sur ]0; +00| par opérations (produit et sommes) sur

les fonctions continues donc | f est C1 sur R™ |,

On a les tableaux suivants :

T 0 e +00
f'(x) 0 + 0 —
1241
f / 2 \
1 —00

L’équation f(z) = 0 n’a pas de solution sur [0; e[ car Vo € [0;¢[, f(z) > 1> 0.
Par ailleurs, la fonction f est continue et strictement décroissante sur
[e; +00[, comme 0 €] — o0; % +1], le théoréme de la bijection assure qu’il existe
une unique solution « € [e; +o0o[ & I'équation f(x) = 0.

Finalement il y a bien une seule solution sur Rt et on a :

F(@) = 2a(1 = In(e)) or fla) =0 <= In(a) = 3232 ainsi

2a?
flla)=2a(1-3942) =20=072 = =2 = _q 2
Au voisinage de «, on a f(x — f(a)) ~ f'(a)(z — a) or f(a) = 0 ainsi
2

f@)~ (—a = )z - a)

g est infiniment dérivable sur |0; +o00[ par opérations (produit et sommes) sur
les fonctions dérivables, a fortiori g est deux fois dérivable sur ]0; +o00[ . En 0,
on a vu que f est dérivable (& dérivée continue) donc g aussi. Pour > 0 , on
ag(zr)=f'(x)—2et ¢(0) = f'(0) —2 = —2. Ainsi

g (z)—g'(0)
z—0

lim
z—0
‘g n’est pas deux fois dérivable en 0 ‘

= lim 2(1 — In(x)) = 400 n’est pas finie donc
z—>

3



(b) Pour tout réel x > 0,¢'(z) = f'(z) —2 et ¢"(x) = f"(z) = —2In(x). On a donc
les tableaux suivants :

x 0 1 +00
g"(x) + 0 -
g (@) - 0 -
9 T
(¢) On remarque que g(1) = 0 ainsi, Vo € [0;1], g(x) >
la courbe de f est donc au dessus de D sur [0; 1] puis en dessous sur [1; 400 |.

5. (a) Soit n € N*, A, est bien définie car la fonction g est continue sur [1;1]. La
fonction g étant positive sur cet intervalle et les bornes étant dans le bon
ordre, A, représente 'aire sous la courbe de f; au dessus de la droite D et
entre les droites verticales d’équation x = % et v =1.

(b) Vx € [£;1], on pose : u(z) = In(x) et v'(z) = 2% On a v'(x) = * et v(z) = %

On définit ainsi des fonctions u et v qui sont C* sur [1;1] et une IPP donne :

I, = [In(@) %) — [i Fdv = ~In(}) g — (512 = 55 — (5~ o)

(©) An = =l [} 30 1 = 20+ o = =1, + [ = a* + ol
=—In— (55 — 7z +3,)-

(d) lim I,= 9 par croissances comparées et par opérations. Ainsi| lim A, = —
n—+o0 n—r+00

C’est l'aire sous la courbe de f, au dessus de la droite D et entre les droites
verticales d’équation x = 0 et x = 1.



Exercice 3

1.
2.

3.

4.

1+z—z(1+e®)

v L0
e :O<:>1:xe””§:¢>e_$:x.
“+e

Soit z € R. On a h(z) = 2 <=

La fonction ¢ est dérivable sur R par opérations (composition et somme) sur les
fonctions dérivables et on a pour tout x € R, ¢'(x) = 1+ e * > 0 donc la fonction

g est continue et strictement croissante sur R. Comme lim g(z) = —oo et
Tr—r—00

lim g(z) = +o0, le théoréme de la bijection assure lexistence et 1'unicité

r—>+00

d’une seule solution a 'équation g(z) = 0.

1
Commeg(%):%—e_%:e;_;: ‘f\/g <0Oetg(l)=1-1>0;

onabien%<x0<1.

(a) La fonction h est dérivable sur R par opérations (somme et quotient,
le dénominateur ne s’annulant pas) et on a pour tout x € R :

, o 14et—eP(14a) _ 1—ze® ez —9(z)
Wz) = Zger = er = ¢ e — ¢ me
La fonction A’ est donc bien du signe de —g et ainsi
h est croissante sur | — 0o; xg) et décroissante sur [xg; +00]|.

(b) On admet que pour tout z € [3;1]; |W/(x)| < & (il faudrait é¢tudier les variations
de 1/ sur [3;1] pour s’en assurer).
La fonction h est dérivable sur I = [%, 1]; ainsi d’aprés ’inégalité des ac-
croissements finis (deuxiéme forme) on a bien pour tous a,b € I = [3;1];
|h(b) — h(a)| < glb—al.

(a) On procéde par récurrence sur n € N* :

— uy = h(ug) = h(0) = % donc d’aprés la question 2, la propriété est vraie
pour n = 1.

— Soit n € N*. On suppose que % < u, < xg. On a uy,r1 = h(uy,) or la

fonction h est croissante sur | — oo; o] donc sur [0; 2] ainsi
h(0) < h(3) < ups1 < h(wg) or h(0) = 5 et h(zg) = 0.
On a bien % < Upi1 < xp

— La propriété est vraie pour n = 1 et elle est héréditaire donc elle est vraie
pour tous les entiers n non nuls.

(b) On procéde par récurrence sur n € N* :

— U = % et ro < 1 donc l'écart entre xg et u; est plus petit que % et la
propriété est vraie pour n = 1: |u; — xo| < 3.

— Soit n € N*. On suppose que |u,, — xo| < (%)n—l%.

Comme z et u, sont dans [3; 1] le résultat établi a la question 3b) assure
que |h(uy) — h(xo)| < §lun — x| < (3)"5 par hypotheése de récurrence.
Or on sait que u,+1 = h(u,) et que g = h(zy).

1.1

Ainsi on a bien : ||u,11 — xo| < (§>n§ :

— La propriété est vraie pour n = 1 et elle est héréditaire donc elle est vraie
pour tous les entiers n non nuls.

BONUS : La suite (u,) converge vers xy d’aprés le théoréme des gendarmes.



Exercice 4

1. Soit z > 1. La fonction ¢ — + t2 est contmue et strictement décroissante sur [z—1; z]
ainsi pour tout t € [z—1;7], +$2 <3 +t2 Par positivité de I’intégrale, les bornes
étant dans le bon ordre, on a : [T | 1+$2dt < [T 11+t2dt soit 1+1m2 < [7 1it2dt
. Avec le méme raisonnement sur [z;x + 1], on a : [ o

dt < L
2. (a) Soitn € N*.Ona S,1—5, =

142 T422°

> 0. Ainsi la suite | (S,,) est croissante |.

1+(n+1)

(b) Soit n € N*. En sommant les inégalités précédentes membre & membre pour
x=Fk 6 [1;n], on a a,vec la relation de Chasles pour les intégrales :

flnH e —L-dt. Bt en remarquant qu’une primitive de ¢

est t — Arctcm(t) on obtient :
Arctan(n + 1) — Arctan(1) < S, < Arctan(n) — Arctan(0)

d’ott 'encadrement demandé puisque Arctan(1l) = 7 et Arctan(0) = 0.

1+t2

¢) On sait que pour tout entier n non nul, < Arctan(n) < 2 donc
4 2
(S,) est bornée par 0 et 1.

BONUS : La suite (S,) est croissante et majorée donc elle est convergente
(c’est le théoréme de la limite monotone que nous reverrons au printemps). De
plus en passant a la limite dans I'inégalité obtenue a la question 2b) on a :
7< lim S5, <73

T n—+too



