Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 9 - Applications linéaires et matrices

Pour les applications linéaires suivantes, déterminer la matrice canonique associée, le noyau, ’image et le rang. En déduire
si I’application est injective, surjective, bijective.

1.

SRR i
s

f

:R?2 5 R2, (2,9) — (2 —y,z — )
:R? = R2, (2,9,2)
:R® = R?, (2,9,2)
:R3 — R?,
:R3 — R3,
:R? — R?,

— 2z +3y,3z + y + 2)
— (z+y,z— ).
x,y,2) — (0, 5y — 22)

T, 9, 2) — (

z,y) — 2z +y,z+y)

(
(
( x — 2y, x,5y)
(

. [ R2 = R? (2,y) — (v —y, 7 — y) a pour matrice associée A =

. fiRP = R? (2,9,2) — (22 + 3y, 3 + y + 2) a pour matrice associée A = (

1 -1
1 -1 )

On a donc Im(f) = Vect((l, 1), (-1, —1)) = Vect((l, 1))7 avec donc rg(f) = 1.
Par théoreme du rang, on en déduit que dim(Ker(f)) = 1.
Enfin, puisque C7 + C2 = 0, on a donc Ker(f) = Vect((l, 1))

L’application f est donc ni injective, ni surjective.
30
1 1)

LW

On a Im(f) C R?, et Im(f) est au moins de dimension 2 (car contient ((2,3), (3,

et rg(f) = 2.
Par théoréme du rang, on en déduit que dim(Ker(f)) = 1.

Enfin, puisque 3C7 — 2Cy — 7C5 = 0, on a donc Ker(f) = Vect((?), -2, —7)).

)) qui est libre, donc Im(f) = R?

L’application f est surjective, mais non injective.

. fiR?P = R?% (x,9,2) — (x +y,2z — x) a pour matrice associée A = < _11 (1) (1) >

On a Im(f) = R? (puisque contient (1,0) et (0,1)), donc rg(f) = 2.
Par théoreme du rang, on en déduit que dim(Ker(f)) = 1.

Enfin, puisque C7; — Cy + C3 = 0, on a donc Ker(f) = Vect((l, -1, 1))

L’application f est surjective, mais non injective.

. fiRP = R?% (x,9,2) — (0,5y — 2z) a pour matrice associée A = ( 0.0 0 )

0 5 -2
On aIm(f) = Vect(((), 1)) donc rg(f) = 1.
Par théoréme du rang, on en déduit que dim(Ker(f)) = 2.
Enfin, puisque Cq = 0 et 2C3 4+ 5C5 = 0, on a donc Ker(f) = Vect ((1,070), (0,2, 5))

L’application f est surjective, mais non injective.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 9 - Applications linéaires et matrices

5. f:R® = R3, (x,y,2) — (z — 2y, z,5y) a pour matrice associée A =

O =
ot O
o OO

On alIm(f) = Vect((l, 1,0), (0, -2, 5)> et donc rg(f) = 2.

Par théoréme du rang, on en déduit que dim(Ker(f)) = 1.

Enfin, puisque C3 = 0, on a directement que Ker(f) = Vect ((0, 0, 1))
L’application f n’est ni surjective, ni injective.

6. f:R? = R? (x,9) — (2 +y, 7 + ) a pour matrice associée A = < ? 1 )

On alm(f) = Vect((2, 1), (1, 1)), donc rg(f) = 2.

Or, Im(f) C R?, donc on a nécessairement Im(f) = R2.
Par théoreme du rang, on en déduit que dim(Ker(f)) = 0, et donc Ker(f) = {0}.
L’application f est alors surjective et injective, autrement dit bijective.
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2]

Montrer qu’il existe une unique forme linéaire f sur R? telle que f(1,2) =2 et f(-2,1) = 5.
Déterminer alors le noyau et 'image de f.

ANALYSE.
Si f est une forme linéaire, f s’écrit sous la forme :

flz,y) =ax+by, aveca,beR

Si f convient au probléme, on doit avoir a 4+ 2b = 2 et —2a + b = 5, donc on doit avoir

a+2=2 _ f5sb=9 _ 8 9
—2a+b=5 5 = —8 CL_5 © 5

SYNTHESE.
Posons :

-8 9
V(ﬂf,y) € RQa f(‘ray) = ?l' + gy

Alors f est bien une forme linéaire, et vérifie f(1,2) =2 et f(—2,1) = 5.
Il existe donc bien une unique forme linéaire f répondant au probléeme.

Remarquons que Im(f) = R et Ker(f) = Vect ((9,38)).
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Soient les applications linéaires suivantes :

RZ — RS R3 — R2

ey o @aot+2m) 9° (wy,2) = (@+z50—2+2)"

1. Déterminer I'image et le noyau de f et de g.
2. Montrer que go f € GL(R?). Préciser (go f)~ 1.

3. L’application f o g est-elle un automorphisme de R??

1. Im(f) = Vect((1,1,0),(0,2,1)). Par théoreme du rang, dim(Ker(f)) = 0, donc Ker(f) = {0}.
On alm(g) = Vect((1,5),(0,—2),(1,1)). Im(g) étant de dimension au moins 2 (car contient au moins deux vecteurs

non colinéaires), dans R?, on a nécessairement Im(g) = R
Et Ker(g) = {(x,y,2) / t+ 2z =0¢et bz — 2y + z} = {(, 22, —x),x € R} = Vect((1,2,-1)).
2. Par composition, on a bien go f : R? — R2, et pour tout (z,y) de R,

go flz,y) =g(z,z +2y,y) = (z +y,5z — 2(x + 2y) + y) = (x + y, 3z — 3y)

Remarquons que Im(g o f) = Vect((1,3), (1,—-3)) de dimension 2, donc Im(g o f) = R?, et par théoréme du rang,

Ker(g o f) = {0}.
Ainsi, g o f est bien bijectif et g o f est un automorphisme de R2.

De plus, pour (z,y) de R?, et (a,b) € R? on a :

v — 3a+b
{ ga:—y:’;ib Y. _ 300 b
6
Donc :
(go )" : (a,b) —s <2a n éb’ %a _ éb>

3. fog ne peut pas étre un bijectif puisque Ker(g) # {0} et Ker(g) C Ker(f o g).
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Correction Exercices Chapitre 9 - Applications linéaires et matrices

Soit ¢ lapplication définie sur R? par : p(z,y) = (x + y,x + y), et soit f = ¢ + Idgz. Calculer ", puis f".

1. Pour tout z,y € R,

puis

o, y) = (z+y,z+y)

*(zy)=(z+y) +@+y),(+y) + (@ +y) = 2z +2y,22 4+ 2y) =2(z 4y, + y) = 2¢(z,y)

puis

O (x,y) = 0(©*(z,y)) = e(20(z,y)) = 20*(z,y) = 2°0(z,y)

puis par une récurrence immédiate, on a :

vn > 1, o"(x,y) =2"""p(z,y) = 2" (z,y)

2. On pose f = ¢+ Id, autrement dit :

On a pour n > 1,

donc pour (z,y) € R?,

2020-2021

V(z,y) € R?, f(z,y) = 2z +y,z+2y)

fr=(p+Id)" = Z (Z) "

k=0

Lycée du Parc 5/37



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 9 - Applications linéaires et matrices

1. f a pour matrice canonique associée :

2 3 5
4= ( 1 1 6 )
2. f a pour matrice canonique associée :
2 3 5
M=|11 6
0 0 1
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(6]

1 1 1

Soit f € L£(R3) canoniquement associé a M = ( -1 2 -2 ) Déterminer des bases de Ker(f) et Im(f).

0 3 -1

On a Im(f) = Im(M) = Vect(Cy,Cy, C3) avec Cy,Co, C3 les colonnes de M.
Remarquons que le rang de f vaut au moins 2 puisque (C1, C3) forme une famille libre.
De plus, Cy = 4C — 3C'3, donc le rang de f vaut exactement 2 et :

Im(f) = Vect(Cy,Cs) = Vect((l, —1,0), (1, -2, —1)>

Par théoréme du rang, on a dim(Ker(f)) = 1.
or, 4C1 — Cy — 3C5 =0, donc (4, —1, —3) € Ker(f), et c’est donc une base de Ker(f) :

Ker(f) = Vect((4,-1,-3))

2020-2021 Lycée du Parc

7/37



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 9 - Applications linéaires et matrices

2 -1 -1
Soit f € L(R3) associé canoniquement & la matrice M = < -1 2 -1 >
-1 -1 2

1. Déterminer des bases de Ker(f) et Im(f).
2. Montrer que R? = Ker(f) @ Im(f).
3. Décomposer le vecteur v = (1,1,1) dans Ker(f) & Im(f).

1. Remarquons que le rang de f (et de M) est au moins de 2 puisqu’il y a au moins deux colonnes non proportionnelles.
De plus, Cy + Cy + C3 =0, done (1,1,1) € Ker(f), donc dim(Im(f)) < 2.
Finalement, rg(f) = 2, dim(Ker(f)) = 1, et on a donc par exemple :

Im(f) = Vect((2, —1,-1),(-1,2, —1)), Ker(f) = Vect((L 1, 1))

2. Posons B=((2,-1,-1),(-1,2,-1),(1,1, 1)) obtenue en concaténant une base de Im(f) et une base de Ker(f).

Montrons que B est libre.

2a —b+c=0
a(2,-1,-1)+b(-1,2,-1) +¢(1,1,1) = (0,0,0) <= < —a+2b+c=0 <= a=b=c=0
—a—b+c=0

Ainsi, B est libre, et de cardinal 3, donc B est une base de R2, donc :
Ker(f) @ Im(f) = R®
3. De maniére évidente, puisque u € Ker(f), on a :

u=u-+0 € Ker(f) ® Im(f)
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Soit f € L(F) et soit g € L(E). On a :

fog=0<=VaxeE, fog(x)=0
= VzekE, f(g(x))=0
—VzeFE, g(z) € Ker(f)
< Im(f) C Ker(g)
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[9]

Soit £ = R" et soit f € L(F). Montrer que :
Ker(f) = Ker(f o f) <= Tm(f) nKer(f) = {0}

Im(f) = Im(f o f) <= E = Im(f) + Ker(f)

1. Supposons que Ker(f) = Ker(f?).

meIm(f)ﬂKer(f):>{ élcg(/méz'gz:f(y) — f3(y) =0 =y € Ker(f*) = Ker(f) =z = f(y) =0

Ainsi, Im(f) N Ker(f) = {0g}.

Réciproquement, supposons que Im(f) N Ker(f) = {0g}.
On sait déja que Ker(f) C Ker(f?), cette inclusion est toujours vraie.
De plus, si x € Ker(f?), ona f?(z) = 0, donc f(f(z)) = 0, donc f(z) € Ker(f)NIm(f), d’ot f(x) = 0 et z € Ker(f).
Ainsi, par double inclusion, on a Ker(f) = Ker(f?).
2. Supposons que Im(f) = Im(f?), I'inclusion est toujour vraie.
Soit z € E. On a f(x) € Im(f), donc il existe z € E tel que f(z) = f?(z) et donc f(z — f(z)) = 0.
On peut alors écrire © = f(z) + (x — f(2)) € Im(f) + Ker(f).
L’autre inclusion étant évidente, on a bien :

E =Im(f) + Ker(f)

Réciproquement, supposons que E = Im(f) + Ker(f).

On sait déja que Im(f?) C Im(f).

Par ailleurs, si « € Im(f), on peut écrire x = f(u) avec u € E = Ker(f)+Im(f). Donc u = u; +ug avec u; € Ker(f)
et ug € Im(f) : on peut écrire ug = f(z) avec z € E et finalement :

w = f(u) = flur +uz) = flur) + fluz) = 0+ f(f(2)) = f*(2) € Im(f?)
Ainsi, on a bien Im(f) = Im(f?).
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Soient f et g deux endomorphismes de £ = R™. Montrer que :
go f injectif <= Ker(g) NIm(f) = {0g} et Ker(f) = {0}

g o f surjectif <= Ker(g) +Im(f) =F et Im(g) = F

e Supposons g o f est injectif, alors Ker(g o f) = {0Og}.

* sl z € Ker(g) NIm(f), on a g(x) =0 et x = f(u), donc g(f(u)) = 0, mais alors u € Ker(g o f), donc u = 0 et donc
x = f(u) = f(0) = 0. Ainsi, Ker(g) N Im(g) = {0g}.

* si z € Ker(f), alors f(z) =0, donc g(f(z)) =0, donc z € Ker(g o f), donc x = 0.
Ainsi, on a bien Ker(g) NIm(f) = {0} et Ker(f) = {0g}.

Réciproquement, supposons qu’on ait Ker(g) N Im(f) = {Og} et Ker(f) = {0g}.

Montrons que Ker(g o f) = {0g}.

Siz € Ker(go f), onag(f(z)) =0, donc f(z) € Im(f) NKer(g), donc f(z) =0, donc = € Ker(f), donc z = 0.
Ainsi, Ker(go f) = {Og} et go f est injectif.

e Supposons g o f surjectif.
Alors pour tout « € E, on peut écrire x = g o f(u), donc = = g(f(u)) € Im(g), donc E = Im(g).

De plus, pour tout z € E, montrons que = € Ker(g) + Im(f).

Analyse : si on écrit © = y + f(z) avec y € Ker(g) et z € E, alors g(x) =0+ g(f(2)) : z est donc lié & g(x).

Synthese.

Soit « € E. Alors g(x) € E aussi. Or, g o f est surjective, donc il existe un z € E tel que g(x) = g o f(z). On peut alors
écrire x = (x — f(2)) + f(2). On a g(z — f(2)) =0, donc x — f(z) € Ker(g), donc on a bien écrit x dans Ker(g) + Im(f).
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Soit E = R"™ et soit ¢ € L(E). On suppose que Ker(¢) et Im(¢) sont en somme directe.
Montrer que si 2 € Ker(ip), alors, pour tout n € N, o™ (z) # 0.

On suppose que Ker(p) NIm(p) = {0}.
Montrons que = ¢ Ker(p) = ¥n € N, ¢"(x) # 0.
Montrons en fait plutot la contraposée : montrons que :

IneN/e"(x)=0= z € Ker(yp)

Supposons qu’il existe n € N tel que ¢"(z) =0 = p(¢" " 1(x)) =0

Alors " 1(z) € Im(p) N Ker(p), donc "~ *(z) = 0.

Mais alors de méme ¢(¢" 2(x)) = 0, donc "2 € Im(yp) N Ker(p) = {0}.

En réitérant ce raisonnement n fois, on montre successivement que ¢" (x) = 0, " 2(x) = 0, ..., ©*(x) et (z) = 0,
donc z € Ker(yp).
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2 _ — =
Ona f3— f2— f = Idg, donc { {fz(—ff —fIdEl;(iE} _ ﬁlli , donc f est bijectif et on a f~! = f2 — f — Idp.
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Soit E = R™. On appelle projecteur dans E tout endomorphisme f € L(E) tel que fo f = f.
1. Montrer que Im(f) = Ker(f — Idg).
2. Montrer que E = Ker(f) & Im(f).

1. Siz € Im(f), alors il existe z € E tel que z = f(z).

Mais alors :
(f = Idp)(x) = f(z) —x = f(f(2)) = f(2) = f(2) = f(2) = 0
donc z € Ker(f — Idg).
Réciproquement, si z € Ker(f — Idg), on a f(z) = z, donc x = f(x) € Im(f).
Par double inclusion, on a donc bien que :

| Im(f) = Ker(f — Idp)|

2. Méthode 1
Montrons par analyse/synthese que E = Ker(f) @ Im(f).
ANALYSE
Soit x € E. Supposons que z =y + z avec y € Ker(f) et z € Im(f).
On a f(y) =0 et puisque z € Im(f) = Ker(f — Idg), on a donc f(z) = z.
Ainsi, z =y +zet f(z) = f(y) + f(2) =0+ 2.
Nécessairement on a donc z = f(z) et y =z — 2z = — f(z). Si x s’écrit dans Ker(f) + Im(f), alors I’écriture est
unique.

SYNTHESE.
Soit x € E. On peut écrire :

= (z—f(z))+ fz)
De plus, f(z — f(x)) = f(x) — f3(z) =0 & — f(x) € Ker(f).
et f(z) € Im(f) par définition.
Ainsi, tout vecteur z de E s’écrit comme somme d’un vecteur de Ker(f) et d’un vecteur de Im(f), et Iécriture est
unique d’apres 'analyse. On a donc bien que :

‘E:Ker(f)@lm(f)‘

Meéthode 2

Siz € Ker(f) NIm(f), ona f(z) =0et f(x) =x, donc z = 0.

Ainsi, Ker(f) NIm(f) = {0} : Ker(f) et Im(f) sont en somme directe.

De plus, Ker(f) @ Im(f) C E et dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(F) avec le théoréme du rang, donc :

Ker(f)@Im(f)=F
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Soit E = R™. On appelle symétrie dans E tout endomorphisme f € L(E) tel que fo f = Idg.
1. Montrer que E = Ker(f — Idg) ® Ker(f + Idg).
2. Montrer que E = Im(f — Idg) ® Im(f + Idg).

1. Montrons par analyse/synthese que E = Ker(f — Idg) @ Ker(f + Idg).
ANALYSE
Soit « € E. Supposons que x =y + z avec y € Ker(f — Idg) et z € Ker(f + Idg).
Ona f(y)=yet f(2) =—z2 Ainsi, z =y +zet f(z)=fly)+ f(z) =y — 2

Alors ‘ f‘(z)y——’_yz— L, =YY= %@”) et z = %(I) Si x s’écrit dans Ker(f — Idg) +Ker(f + Idg), alors I'écriture
est unique.
SYNTHESE.

Soit x € E. On peut écrire :

= () (=)

De plus, (f — Idp) (%”) = (f = Idp)(f + Idp) (5) = (fo f = Idg) (5) =0

et (f + Idp) (*412) = (f + 1dp)(Idp — f) (§) = (Ide — f o /) (5) = 0.
Alinsi, tout vecteur z de E s’écrit comme somme d’un vecteur de Ker(f — Idg) et d'un vecteur de Ker(f + Idg),
et ’écriture est unique d’apres 'analyse. On a donc bien que :

[E=Ker(f — Idg) © Ker(f + Idp) |

2. On a: 1 1
Idp = 7§(f*IdE)+ §(f+IdE)

Pour tout € F, on a donc :

z= f%(f ~ Idp)(z) + %(f ¥ Idg)(z) = (f — Idp) (,g) + (f + Idg) (g) € Im(f — Idg) + Im(f + Idg)

Ainsi, on a bien :
E=Im(f —Idg) +Im(f + Idg)

et les deux ensembles sont bien en somme directe car (f — Idg)o (f+Idg) =0et (f+Idg)o(f —Idg) =0, donc
on aIm(f + Idg) C Ker(f — Idg) et Im(f — Idg) C Ker(f + Idg). Ainsi :

Im(f — Idg) NTm(f + Idg) C Ker(f + Idg) NKer(f — Idg) = {0}

Ainsi, les deux images sont bien en somme directe aussi, et on a :

[E=Tm(f — Idg) & In(f + Idg)]
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Soit B = R" et soit f € L(E) tel que f # 0z(g). On suppose qu'il existe k > 1 tel que = Oz(m)-
1. Montrer que f n’est pas un isomorphisme de F.

2. Montrer que Idgp — f et Idg + f sont des isomorphismes de E.

1. Par I’absurde.
Supposons que f soit un isomorphisme, donc bijectif, alors f* = fo fo---o f serait alors bijectif (composée
d’applications bijectives). Or f* =0, donc f* n’est pas bijectif!
Ainsi, f ne peut pas étre un isomorphisme de E.

2. (Idg—flo(Idg+f+ f2+---+f* 1) = Idp — f* = Idg et de méme, (Idp+f+ f>+-- -+ fF"No(ldg— f) = Idg.
Ainsi, Idg — f est bijectif et on a méme :

(IdE_f)_l=IdE—|—f+f2_|_..._|_fk—1

En remplacant f par —f (qui vérifie encore (—f)*¥ = 0), Idg + f est bijectif aussi, et on a :

(Idg+f)"' =Idg = f+ 2 = [+ + (D)1
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Soit £ = R™.
1. Soit f € L(E) tel que f2 —3f + 2Idg = 0.
Montrer que : E = Ker(f — Idg) ® Ker(f — 2Idg).
2. Soit g € L(E) tel que g+ g3 = 0.
Montrer que E = Ker(g) @ Im(g?).

3. Soient u et v deux endomorphismes de E tels que uovou=wuet vouov =v.
Montrer que : E = Ker(u) @ Im(v).

1. ANALYSE.

Soit « € E. Supposons qu’on puisse écrire x = x1 + 5 avec x1 € Ker(f — Idg) et x5 € Ker(f — 2Idg).

On aurait alors f(z1) = x1 et f(z2) = 2xs.
Nécessairement f(x) = x1 + 2z et * = 21 + 9, donc xo =| f(z) —z|et 11 = — 29 = |22 — f(x) |.
On donc que, si la décomposition existe, elle est unique.
SYNTHESE.
Soit x € E. Alors on peut écrire z = (2z — f(x)) + (f(z) — x). On a alors :
o (f—1Idg)(2x — f(z)) = (f> = 3f + 2Idg)(—x) = 0, donc 2z — f(z) € Ker(f — Idg).
o (f—2Idg)(f(x) —x) = (f?>—3f+2Idg)(z) =0, donc f(x) — x € Ker(f — 2Idg).

Ainsi, on a bien écrit tout vecteur z de E comme vecteur de Ker(f — Idg) + Ker(f — 2Idg). La décomposition

étant unique d’apres 'analyse, on a bien :

‘E =Ker(f — Idg) ® Ker(f — 2IdE)‘

2. ANALYSE.

Soit z € E. Supposons qu’on puisse écrire x = y + g?(2) avec y € Ker(g) et z € E. Alors g(x) = g(y) + ¢3(2) =

0 — g(2), donc ¢g2(z) = —g?(x), et donc y = x + g*(x).
Si la décomposition existe, elle est unique.

SYNTHESE.
Soit € E. On peut écrire © = (x + g?(x)) — ¢*(z) = (z + ¢*(x)) + ¢*(—2).
On a g(z + g*(z)) = g(x) + g°(x) dn0$+g()€KH@)%g%—ﬂ€Im@%~

On a donc bien démontré que

+

\E = Ker(g) ® Im(g?) \

3. ANALYSE.
Soit « € E. Supposons qu’on écrive x = y + v(z) avec y € Ker(u).

Alors on aurait u(x) =0+ uow(z), puis vou(z) = vouow(z) = v(z). Donc v(z) =vou(z) et y =z —vou(x).

Si la décomposition existe, elle est unique.

SYNTHESE.

Soit « € E. On peut écrire x = (z —vou(z)) + (v o u(x)).

On a clairement v o u(x) € Im(v), et on a u(x —vou(x)) =0.

Ainsi, x € Ker(u) + Im(v), et la décomposition est unique d’apres la partie analyse.

‘E = Ker(u) @ Im(v) ‘

2020-2021 Lycée du Parc
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 9 - Applications linéaires et matrices

Soit £ = R" et soit f € L(F). Montrer que :
Ker(f) = Im(f) <= f2=0et n =2 rg(f)

(=1

Supposons qu’on ait Ker(f) = Im(f).
Alors le fait que Im(f) C Ker(f) traduit exactement que f? = 0.
De plus, d’apres le théoreme du rang, n = dim(F) = dim(Ker(f))+dim(Im(f)) = 2 dim(Im(f)) = 2rg(f), donc n = 2rg(f).

(=]

Supposons qu’on ait f2 =0 et n = 2rg(f).
L’affirmation f? = 0 fournit que Im(f) C Ker(f).

De plus, dim(Im(f)) = § par hypothese, et par théoreme du rang, dim(Ker(f)) =n —rg(f) =n —

SIE
SE

Ainsi, une inclusion et mémes dimensions, on a donc Im(f) = Ker(f).
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 9 - Applications linéaires et matrices

Soient E = R™ et F = RP, et soient f,g € L(E, F).
1. Montrer que : rg(f + g) < rg(f) +rg(g).

2. Montrer que : Tl ) = ) s ) = Eﬁ{})mfnég)(; iog}

1. On a:
m(f +g) C Im(f) + Im(g)

D'ou :
dim(Im(f + g)) < dim (Im(f) + Im(g)) = rg(f) +rg(g) — dim(Im(f) NIm(g)) < rg(f) +rg(g)

On a donc bien :

[r8(f +9) <r(f) +18(9) |

2. [=)

Supposons qu’on ait rg(f + g) = rg(f) + rg(g).
Alors cela signifie que, toutes les inégalités dans la question précédente sont des égalités. Nécessairement, on doit
avoir

dim(Im(f + ¢)) = dim(Im(f) + Im(g)) et dim(Im(f)NIm(g)) =0
Ainsi, on a forcément Im(f + ¢g) = Im(f) + Im(g) et Im(f) NIm(g) = {Op}.

Mais alors en emarquant que

Ker(f) NKer(g) C Ker(f +g) dou dim(Ker(f)NKer(g)) < dim(Ker(f + g))

dim(Ker(f) 4+ Ker(g)) = ) — dim(Ker(f) N Ker(g))
) — dim(Ker(f + g))
) -

rg(g) — dim(E) +rg(f + g) = dim(E)

Ainsi, comme Ker(f) 4+ Ker(g) C E, avec dim(Ker(f) + Ker(g)) > dim(E), on a donc E = Ker(f) + Ker(g).

dim(Ker(f)) + dim(Ker(g)
> dim(Ker(f)) + dim(Ker(g)
= (dim(F) —rg(f)) + dim(F

(=}

Supposons qu’on ait Im(f) NIm(g) = {O0p} et Ker(f) + Ker(g) = E.
Montrons que Im(f + ¢g) = Im(f) + Im(g).

L’inclusion C est toujours vraie.

Réciproquement. Soit x € Im(f) + Im(g) : on peut écrire z = f(y) + g(2).
On écrit y = y1 + y2 et 2z = 21 + 22 avec y1, 21 € Ker(f) et ya, 20 € Ker(g),

= f(y)+9(2) = f(y1 +y2) + 9(z1 + 22) = f(y2) + 9(21) = f(21 +y2) + g(21 + y2) = (f + 9)(21 + y2)

Donc on a bien Im(f + g) = Im(f) + Im(g) = Im(f) & Im(g) et on a donc bien rg(f + g) = rg(f) + rg(g).
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 9 - Applications linéaires et matrices

19|

Soient u,v € L(E), avec E = R™.
1. Montrer que

Irg(u) — rg(v)| < rg(u +v)
2. On suppose que wov = 0 et u + v bijectif. Montrer que rg(u) + rg(v) = n.

1. Comme dans la question précédente, on a pour toutes applications f et g

rg(f +g) <rg(f) +1g(9)
autrement dit :
rg(f +g) —rg(f) < rglg)

Pour f=—vet g=u+wv, on a alors :
rg(u) —rg(v) <rg(u+v)

Et pour f=—-uetg=u+wv,ona:
rg(v) —rg(u) <rg(u+v)

Donc finalement :

[Irg(w) — rg(v)] < rg(u+v)]

2. On suppose que v o v = 0. Ainsi, on a Im(v) C Ker(u). On en déduit que :
rg(v) < dim(Ker(u)) = n — rg(u) = rg(u) + rg(v) < n
De plus, si u + v est bijectif alors rg(u + v) = n, donc en utilisant Im(u + v) C Im(u) + Im(v) on obtient:
n=rg(u+ v) = dim(Im(u 4+ v)) < dim(Im(u)) + dim(Im(v)) = rg(u) + rg(v)

Ainsi, on a donc n = rg(u) + rg(v) et n < rg(u) + rg(v), donc :

[rg(w) +1g(v) = n]
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 9 - Applications linéaires et matrices

Soit E = R" et soit f € L(E) tel que f3 = f. Montrer que E = Ker(f) @ Im(f).

— Montrons que Ker(f) NIm(f) = {0g} (i.e. que la somme est directe).
Soit « € Ker(f) NIm(f). On a alors f(z) =0 et x = f(y) avec y € E.
On peut donc écrire f2(y) = 0. D’out f(f2(y)) = f(0), autrement dit f3(y) = 0, donc f(y) = 0, d’ot1 = = 0.

[Ker(f) N1m(f) = {0z} |

— Ainsi, on sait déja que Ker(f) @ Im(f) C E et par théoréeme du rang,
dim(Ker(f) ® Im(f)) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(E)

Donc par une inclusion et mémes dimensions, on a bien :

| Ker(f) @ Im(f) = B|
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 9 - Applications linéaires et matrices

Soit E = R"™ et soit f € L[F). Montrer que sont équivalents :
(i) Ker(f?) = Ker(f)

(i) Tm(f?) = Im(f)

(iii) Ker(f) @ Im(f) =E.
(iv) Ker(f) NnIm(f) = {0g}.
(v) Ker(f)+Im(f) = E.

(ii)=>(i) Supposons que Im(f?) = Im(f).
On sait déja que I'inclusion Ker(f) C Ker(f?) est toujours vraie.
De plus en appliquant le théoréeme du rang,

dim(Ker(f)) = dim(E) — rg(f) = dim(E) - rg(f2) = dim(Ker(f2))

on a donc :

Ker(f?) = Ker(/) |

(i)=(iv) Supposons que Ker(f?) = Ker(f).
Si z € Ker(f) NIm(f), alors f(z) =0 et x = f(w) pour w € E.
Ainsi, f2(w) = 0, donc w € Ker(f?) = Ker(f), donc x = f(w) = 0, donc x = 0. Ainsi :

[Ker(f) nIm(f) = {05}

(iv)=(v) Supposons qu’on ait Ker(f) NnIm(f) = {0g}.
On sait déja que Ker(f) +Im(f) C E.
De plus, par formule de Grassmann et en utilisant le théoreme du rang, on a :
dim(Ker(f) + Im(f)) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) — dim(Ker(f) N Im(f)) = dim(E) — 0.
Avec une inclusion et égalité des dimensions, on a donc :

| Ker(f) + Im(f) = B|

(v)=(iii) Supposons qu’on ait Ker(f) + Im(f) = E.
Alors :

dim(E) = dim(Ker(f) + Im(f)) = dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) — dim(Ker(f) NIm(f)) = dim(E) — dim(Ker(f) N Im(f))

Ainsi, on a nécessairement dim(Ker(f)NIm(f)) = 0, donc Ker(f) NIm(f) = {0g} et donc Ker(f) et Im(f) sont en
somme directe, on a donc bien :
Ker(f) ©Im(f) = E

(iii)=-(ii) Supposons qu’on ait Ker(f) & Im(f) = E.
On sait déja que l'inclusion Im(f?) C Im(f) est toujours vraie.
Réciproquement, si x € Im(f), on peut écrire x = f(u) avec u € F, donc u € Ker(f) ® Im(f), on peut donc écrire
u=v+ f(w) avec v € Ker(f) et w € E.
Finalement, on a z = f(u) = f(u+ f(w)) = f(v) + f(f(w)) = f2(w) € Im(f?).

Ainsi, par double inclusion, on a :

Im(f?) = Im(f)

La boucle est bouclée!
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[22]

Soit E = R3.
Soit f € L(E) tel que f3 =0 et f2 # 0. Montrer que Ker(f) = Im(f?) et Ker(f?) = Im(f).

1. On sait que f2 # 0, donc il existe au moins un vecteur u de E tel que f2(u) # 0.
Remarquons que la famille (u, f(u), f2(u)) est nécessairement libre.

Prenons a, b, ¢ trois scalaires tels que :
au+bf(u) + cf*(u) = 0g

En composant par f2, on obtient :
af?(u) = 0p

ce qui implique nécessairement que a = 0 (puisque f2(u) # 0g).
Mais alors en revenant a 1’équation précédente, on a :

bf(u) + cf*(u) = 0g

En composant par f, on obtient :
bf?(u) =0, donc b=0

et finalement, puisqu’on obtient c¢f?(u) = 0, on a aussi ¢ = 0.
Finalement, on a forcément a = b = ¢ = 0, la famille est libre, dans E = R?, c’est donc méme une base de E.

2. La famille (f(u), f2(u)) comporte deux vecteurs de Im(f), et est libre (ils appartiennent & la base précédente), donc
nécessairement dim(Im(f)) > 2.
De plus, on ne peut pas avoir dim(Im(f)) = 3 car cela signifierait que Im(f) = E, donc f surjective, donc bijective.
Or, 3 =0, donc f2 non bijective, donc f ne peut pas étre bijective.
Ainsi, rg(f) = 2.

3. Le théoréme du rang dit que dim(Ker(f)) = 1.
Or, on a f3 =0, donc f o f2 =0, donc Im(f?) C Ker(f).
Nécessairement, on a donc soit dim(Im(f?)) = 0 ou dim(Im(f?)) = 1. Or, on sait que f2 # 0, donc dim(Im(f?)) = 1.
Finalement, Im(f?) C Ker(f), avec mémes dimensions, donc :

| m(f?) = Ker(/)

4. On a f3 =0, donc f?o f =0, donc Im(f) C Ker(f?).
De plus, avec théoréme du rang, dim(Ker(f?)) = 3 — dim(Im(f?)) = 3 — dim(Ker(f)) = dim(Im(f)).

Avec une inclusion et mémes dimensions, on a donc bien que :

| Ker(f?) = Tm(/)
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 9 - Applications linéaires et matrices

Soit E = R"™ et soit f € L(E).
On suppose qu’il existe un x # 0 tel que (f(z), f2(x),..., f*(z)) soit une base de E.
1. Montrer que f est un automorphisme de E.
2. Montrer que (z, f(2),..., " !(x)) est une base de E.
n—1

3. Montrer qu'il existe ag, a1, ...,a,_1 tels que f* = 3 af".
k=0

1. f étant un endomorphisme en dimension finie, pour montrer qu’il est bijectif il suffit de vérifier qu’il est injectif ou
surjectif.
Or, on a supposé que E = Vect(f(z), f2(z),..., f*(z)), donc en particulier, E C Im(f), f est surjective, donc
bijective.

2. Soient Ag, A\1,...,A\n_1 € R tels que :
Aot + M f(@) 4+ + A1 f (@) = 0p
En composant par f, on obtient :
Xof (@) + M f2 (@) 4+ 4 Aor f(2) = 0p

Or, la famille (f(x), f2(x),..., f*(x)) est libre (c’est une base), donc on a forcément \g = A\ = -+ = \,,_1 = 0.
La famille (z, f(x),..., f*~(x)) est donc libre, et comporte n éléments, c’est une base de E.

3. Ainsi, le vecteur f™(x) peut s’écrire dans cette base, il existe des scalaires ag,aq,...,a,—1 tels que :
n—1
f"(x) =apz + a1 f(z) + -+ an_1 " H(z) = Z apfF(x)

Montrons que :

VueE, f*(u Zakf’“

k=0
(ga fonctionne pour le vecteur x bien particulier, est-ce que cela marche pour tous les autres ?)
En fait, il suffit de vérifier que cela fonctionne pour tous les vecteurs d’une base de E.
Prenons f7(z) avec j € [0,n — 1], alors :

(@) = 7 (x)

et
Zakfk fi(a nzlakf’“ﬂ (Z arf*( ) = f(f" (@) = [ (2)
Donc on a bien, en notant B = (z, f(x),..., f" 1(x)) la base de E trouvée & la question 2,
Vue B, f™(u Z ar f* (u)
n—1
Ainsi, les applications f™ et Z ap f* coincident sur une base de E, elles sont égales.
k=0
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Hypokhagne B/L

5 4 5 - 3.0
AB=| -4 -2 -2 ,BA=(_54),C’A= 6 2
-1 1 2 -5 2
0 -3 -2 -1
(23 3) (D) (37 3) e
8 0 0 6
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 9 - Applications linéaires et matrices

. . 1 1
Soit A = ( 1 1 )

1. Calculer A™ en fonction de n.
2. Soit B = A — I. Calculer B™ en fonction de n.

1 1
-1 -1
La matrice A est nilpotente d’ordre 2.

0 0

1. Ona A =T, et A= 0 0

). On calcule facilement que A2 = (

2. Soit B= A — I5. On a d’apres la Formule du Binéme de Newton (valide puisque A et I5 commutent)

B"=(A—L)" = Z (Z) Ak (= L)k

k=0

= (Z)AO(—IQ)” + G)Al(—fg)"l

(les autres termes sont nuls puisque A¥ =0 pour k > 2)
=(-1)"L+(-1)""'nA

- ( (_S)n (_2)71 )+(—1)"‘1n< _11 _11 >
— (=)™ + (—1)”_1n (_1)n—1n
< ~(=1""'n (=1)" = (=1)""'n )

_ ( A € D] )
O R e Vi)

2020-2021 Lycée du Parc
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 9 - Applications linéaires et matrices

Soit la matrice B = (

@ 9@ =
@ = =

0
1 :
1

En écrivant B = Is + A (ou A est a déterminer), calculer B™ en fonction de n pour tout n > 3.

=]

1 10 100 010 010
OnaB=|(011]|=1010]+100 1 ]|=I3+AavecA=| 0 0 1
0 0 1 0 01 000 0 0 O
Calculons les puissances de la matrice A. On a :
0 0 1 0 00
A= 0 0 0 |, AB=|000]=0 Vk>3,AF =0
0 00 0 00

La matrice A est donc nilpotente d’ordre 3.
On a donc BY = I3 et B! = B et pour tout entier n > 2,

n

B" = I3+ A)" = Z (Z) A*  (par Bindme, puisque A et I3 commutent)

k=0
n n n
— AO Al A2
o)+ ()2 + )
-1
ZIg-FTLA-l-%/P
1 0 0 01 0 n(n — 1) 0 0 1
= 0 1 0 +n| 0 0 1 + 5 0 0 0
0 0 1 0 0 O 0 0 O
1 n n(n —1)
_ 2
- 0 1 n
0 0 1
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Hypokhagne B/L

01 2
Onécrit A=I+NavecN=| 0 0 3 |.
0 0 0
0 0 3
On calcule rapidement que N? = ( 0 0 0 | et N>=0:lamatrice N est nilpotente.
0 0 O
Newton,

D’ou, avec la formule du binéme de

k
VEeN, AP =T+ N)F=>" (I;)Nj

=0
—1
—I+nN+_2" N2
3 —1
1 n 2p4 2n0=D
= 0 1 3n
0 0 1

2020-2021 Lycée du Parc
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Soient A, B deux matrices carrées d’ordre n telles que le produit AB soit inversible.
Montrer que les matrices A, B et BA sont également inversibles.

Supposons AB inversible. Alors il existe une matrice C' de taille n telle que (AB)C = C(AB) = I,,.
Mais alors A(BC) = I, donc A est inversible a droite, donc inversible.

De méme, (CA)B = I, donc B est inversible a gauche, donc inversible.

Enfin, puisque A et B sont inversibles, alors BA est bien inversible par produit de matrices inversibles.
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Soient A et B dans M,,(R) telles que A, B et B — A soient inversibles.
Montrer que A=t — B~1 est inversible et que (A~! — B~1)~! = B(B — A)~ ' A.

On a:
(A ' —B HYBB-A'A=A"'B-NNB-A) A=A (B-AB-A)A=A""1A=1

Donc A~ — B~! est inversible & droite, donc inversible et son inverse est bien

(A7t =B H)'=BB-A4)'4
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1 -2 1 5 -2 1
1.OnaM—1I= 2 -4 2 et M +3I = 2 0 2 |.Puis, aprés calculs, (M —I)(M +3I)=0.
-1 2 -1 -1 2 3

2. Ona (M —1)(M +3I)=M?+3M — M — 3] = M? +2M — 31. Puisque (M — I)(M + 3I) = 0, on en déduit que

M?=—9M +3I

1 2
M2+2M—3I=0<=>M2+2M=3I4=>M(M+2I)=3I<=>M(§M+§I) =1

Donc M est inversible & droite, donc inversible et son inverse est M~ = %M + %I .
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Soit z € R et soit M = (

1

8 8 —
8 = 8

) .

. Calculer M2 — (2+z)M + (1 + = — 222) L.

=8 8

2. En déduire pour quelles valeurs de x la matrice M est inversible.

14222 2z +2a2
1. On a facilement M2 = 2z + 22 1+ 222
2¢ 4+ 22 2z + a2

2x + 22

2z 4+ 2% |. On en déduit facilement par calculs que

1+ 222

M? — 24+ 2)M+ (142 —22%)13 =0

2. En déduire pour quelles valeurs de x la matrice M est inversible. On a

M? — 24+ 2)M = (1+2 —22°)[3 <= M(M — 2+ 2)I3) = (1 + 2 — 22°)I3

Donc M est inversible si et seulement si 1 + x — 222 # 0, autrement dit si  # 1 et x # —%. Dans ce cas, on a

1 2+
M M — I3 | =1
<1+m—2m2 1+ 2 — 222 3) K
-~ 1 24 x
14z —222 l+z—2s2 %

et alors M est bien inversible, d’inverse M ~!
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1. Soit A € M,,(R) une matrice telle que A* = 0. Montrer que I,, — A est inversible et que
(I, - A1 =I,+A+A% ...+ AL

1 -1 0 O
2. Soit z € R. Montrer que M = g é 213: 3 est inversible et déterminer sa matrice inverse.
0 0 0 1

1. Soit A € M,,(R) une matrice telle que A* = 0.

On a:
(I —A)In+A+ A%+ + A = ([, + A+ A2+ + A - (A+ A2+ A+ 4 AN =1, - A" =1,
=0
Ainsi, la matrice I,, — A est inversible & droite, donc inversible et son inverse est bien :
(I,—A) ' =1, +A+A%+... 4 A1
1 -1 0 0
. . 0 1 2 0
2. Soit = € R et soit M = 0 0 1 3z
0 0 0 1
On essaie d’appliquer la question précédente: écrivons M sous la forme I,, — A avec A une matrice nilpotente.
01 0 0
0 0 -2z O
OnaM=1I,—Apour A=1,— M = 00 o0 3
0 0 O 0
00 -2z 0 0 0 0 622
00 0 622 0 00 O
; 2 _ 3 _ A2 _ 4 _
On a facilement A* = 00 o0 0 ,A° = A x A= 000 o0 ,A*=0
0 0 O 0 0 0 0 O

Donc A est nilpotente d’ordre 4. D’aprés la question 1, on sait que M = I — A est donc inversible d’inverse
I+ A+ A% + A3, Ainsi,

1 1 —2z 622

1|1 01 -2z 622

M= 0 0 1 —3x
0 0 0 1
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2 -1 1 1 2 3 0 1 1
Onnote A= 0 1 1 ,B=11 1 2 |, C=1 0 1

1 1 -1 1 1 1 1 0
Les matrices sont-elles inversibles ? Si oui déterminer leur inverse.

1. On applique par exemple la méthode de Gauss-Jordan sur les lignes pour savoir si A est inversible.

2 -1 1 1 00

0 1 1 0 1 0

1 1 -1 0 01

2 -1 1 1 00

0 1 1 0 1 0

0 -3 -1 0 2 L3 «— 2L3 — Ly
2 -1 1 1 0 O

0 1 1 0 1 0

0 0 -6 1 -3 2 Ls ¢ Ly — 3Ly

On peut déja conclure que la matrice A est inversible puisqu’elle est équivalente & une matrice
triangulaire n’ayant pas de zéro sur sa diagonale.

2 1 1 0 0
0 1 1 1 0
0 0 1 1/6 /2 —1/3 Ly + 2L
2 -1 0 5/6 —1/2 1/3
0 1 0 ~1/6 1/2 1/3 ﬁl‘_ﬁl_i?’
0 0 1 16 1/2 —1/3 2 i s
2 0 0 2/3 0 2/3
01 0 —1/6 1/2 1/3 L1+ L+ Ly
0 0 1 1/6 1/2 —1/3
1 00 /3 0 1/3
010 -1/6 1/2 1/3 Ly« 3L,
0 0 1 1/6 1/2 —1/3
On a donc
/3 0 1/3 2 0 2
A= —1/6 1/2 1/3 =—1 -1 3 2
1/6 1/2 —1/3 1 3 -2

2. Méthode 1: On applique la méthode de Gauss-Jordan (Ls < Ly — L) on obtient

1 2 3
0 -1 -1
0 1 1

Cette matrice a deux lignes proportionnelles donc elle n’est pas inversible.
Méthode 2: La matrice B n’est directement pas inversible car C3 = Cy + Cs.

3. Pour la matrice C', qui est de forme particuliere, on a :

2 1 1
cC’=112 1 |=0+2I
1 1 2
Donc C(C — I) = 2I, autrement dit C (§C — 31) = 1.
La matrice C est donc inversible d’inverse C~! = %C’ %
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-4 6 —12 2 1 -1
Dans M3(R), on note A= 3 -1 6 et P=| -1 1 1 .
3 -3 8 -1 0 1

1. Montrer que P est inversible et déterminer P~".

2. Calculer A? — A et en déduire que A est inversible et déterminer son inverse par une combinaison linéaire de A et
de I.

3. Soit D = P71 AP. Vérifier que D est une matrice diagonale.
4. Soit n € Z. Calculer A™.

1. On applique la méthode de Gauss-Jordan sur les lignes pour savoir si P est inversible.

2 1 -1 1 0 0
-1 1 1 01 0
-1 0 1 0 0 1
2 1 — 1 00
01 1 1 0 2 L3+ 2L3+ L,
2 1 -1 1 0 O
0 3 1 1 2 0
0 0 2 2 -2 6 L3y <+ 3L3— Lo

On peut déja conclure que la matrice P est inversible puisqu’elle est équivalente a une matrice
triangulaire n’ayant pas de zéro sur sa diagonale.

4 2 0 4 -2 6 Ly 20, + Ly
0 6 0 0 6 —6 Io e 9ln—1
00 2 2 -2 6 2 2o
12 0 0 12 —-12 24
0 6 0 0 6 —6 L1+ 3L, — Ly
0 0 2 2 -2 6
100 1 -1 2 Ly + 51,
01 0 0 1 -1 Lo+ 1L,
On a donc
1 -1 2
Pl=(0 1 -1
1 -1 3
2.
-2 6 —12 -4 6 —12 2.0 0
A% — A= 3 1 6 - 3 -1 6 =0 2 0 | =21
3 -3 10 3 -3 8 00 2

D’oﬁAzA—2I<:>A(AI)—21<:>A<;A;I)—I.

1
La matrice A est donc inversible & droite, donc inversible et son inverse est A~ = §A — 5[ .

3. Apres calculs :

1 -1 2 -4 6 —12 2 1 -1 -1 0 0
D=pP'AP= 0 1 -1 3 -1 6 -1 1 1 = 0 2 0
1 -1 3 3 -3 8 -1 0 1 0 0 2

En particulier, D est bien une matrice diagonale.
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4. Soit n € N. Calculons A™.
Puisque D = P~'AP,on a A= PDP~!, et alors

A" = (PDP YY" = (PDPYY(PDP™Y)...(PDP™') = PD"P!

(=)™ 0 o0
Or, puisque D est diagonale, on sait que D" = 0 2" 0 ].On en déduit que
0 0o 27
2(_1)71 _9n _2(_1)n + 2n+1 4(_1)n _ 2n+2
A"=PD"P ' =...= | (-1l 42 (=" —2(=1)" + 27+t
(=1)*t 4 2m (-1 —2" —2(-1)" +3.2"

Remarquons que les formules de A™ et D™ sont vraies pour tout n € Z (puisque A et D sont inversibles), on a donc:

2(_1)n _9n _2(_1)n + 2n+1 4(_1)n _ 2n+2
Vn € Z, A" = (—1)""’_1 + 2™ (—1)” _2(_1)n + on+1
(-t 42m (—hr—2n —2(=1)" 432
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Soit M la matrice d’ordre n contenant uniquement des 1, sauf des 0 sur la diagonale. Montrer que M est inversible et
déterminer M ~'. Calculer M* pour tout k € N.

Si J désigne la matrice d’ordre n qui contient uniquement des 1, on a donc :
M=J-1
11 est facile de voir que J? = nJ, donc :

M =(J-1)?=J-2J+1=n—-2)J+I=n—-2)(M+I)+I1=(n—2)M+(n—1)I

M( 1 M—n_2I>:I
n—1 n—1

La matrice M est donc inversible car on a :

1 —2
et M 1= p-"

I
n—1 n—1

Puisque M? € Vect(M,I), il est alors facile de vérifier par récurrence que :
Vk € N, M* = M + Bil

avec oy, et B a déterminer.
En effet, on a M® =0.M + 1.1, M* =1.M + 0.1, M? = (n — 2)M + (n — 1)I.

Soit k > 0. Si M* = a, M + B,1, alors on a :
MM = M.M* = ap, M? 4 B.M = ap(n — 2)M + ap(n — 1)I + M = [(n — 2oy, + m] M 4 [(n— 1V)ag]T

On voit donc qu’on a donc encore M**+1 = o 1 M + Br 11, en posant :

Qpy1 = (n — 2)Ozk =+ ﬂk et ,Bk+1 = (TL — l)ak

On a alors :
g2 = (N —2)agyr + (n— 1oy

La suite (cy) est donc récurrente linéaire double, d’équation caractéristique 2 — (n — 2)x — (n — 1) = 0, de solutions —1

etn—1:
ar = An —1)% + p(=1)*
On trouve facilement que A = 1/n et p = —1/n, d’out :
-1 k _ -1 k
b (= F = ()
n
et alors :

N (n—1F+(n—1)(-1)k
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