Révisions : Sommes doubles
Enoncé :

Soit n € N. On propose de calculer la somme double >3, . ., (1).

oy 7\ — J
1. Montrer que lei,jgn (t) = leigjsn (,)
. . . . - n 7y — (n+1 s : : .
2. Pour cett.c question, on fixe i € {0,1,2,...,n}. Montrer que Zj:i (:) = (i+1) (indication : on
pourra raisonner par récurrence).

3. Calculer >, _; j<n (/) de deux maniéres différentes.



Corrigé :

Soit n € N. On propose de calculer la somme double Zlgi,jgn (’l)

1.

3.

Montrer que lei.jgn ({) = leigjsn ({)
» D’aprés la définition des coefficients binomiaux, on a (z) =0 deés que j < i. Donc :

SO- () O)-=-= () xo-x()
1<i,j<n t Ii<jsn v 1<j<isn t 1<i<y<n t 1<i<j<n t

1<j<i<n

n+1

. Pour cette question, on fize i € {0,1,2,...,n}. Montrer que Z;":i (j) = (1_+1) (indication : on

pourra raisonner par récurrence,).
» On va démontrer par récurrence que Vn € N, Vi € {0,1,2,...,n}, Z;‘l:i (f) = (’:11) Sin=0

alors i € {0} clest-a-dire i = 0, 0 (1) = X7 ,(0) = () =1let (1) =) =() =1
Donc l'égalité est vraie pour n = 0. On suppose maintenant 1’égalité vraie pour un certain n € N

et on veut la démontrer au rang n + 1. Soit i € {0,1,2,...,n,n + 1}. On distingue deux cas :
i€{0,1,2,...,n} oui =n+ 1. Dans le deuxiéme cas, Z;':II (1) = Z;l:hq (nil) = (Zii) =1et
((nji)lﬂ) = ((nZT)2+1) = (Zig) = 1 donc I’égalité est vraie au rang n + 1. Dans le premier cas, on

utilise I’hypothése de récurrence :
S50 ()= () - ()= ()
=\ =\ i 1+1 } 1+ 1 141

d’aprés la formule de Pascal. Donc 1’égalité est vraie au rang n + 1 lorsqu’elle est vraie au rang n,
et cette implication est vraie pour tout n € N. |On conclut d’aprés le principe de récurrence |

Calculer 3, _, i, (1) de deux maniéres différentes.

» En utilisant les deux questions précédentes, on obtient en sommant sur les lignes :
j ] n n ] n Tl+1 n+1 n+1
> ()-2.0-220)-%00)-%07)
1<i,j<n 1<i<j<n i=1 j=i i=1 =2

Or 0 (M) = (1 + 1)+ = 2*! d’aprés la formule du binéme de Newton. Donc :

=0
J K+l n+1 n+1
— __ on+l __|on+l1
Z (l)_z< i )_( 0 )_( 1 )_2 _1_(n+1)_'
1<ij<n =0

De méme, on obtient en utilisant la question 1 et sommant sur les colonnes :

() - = (0)-x2()

1<ij<n 1<i<j<n Jj=1 i=1
n J . . n
J J ]
-2(20)-()-ze-
Jj=1 i=0 7=1

n

= 221—21=22J—2°—n
j=1 Jj=1 Jj=0
2n+1_1
= S l-n=2t ol lon=[2 0]



