Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

Soient A, B et C trois événements d’une tribu A. Exprimer les événements suivants en fonction de A, B et C' et des opérations
possibles dans A, et décrire leur événement contraire.

1. F; : A seul se réalise 6. Fg : Un événement au plus se réalise.

2. By : A et C se réalisent, mais non B. 7. E7 : Aucun des trois événements ne se produit.
3. FEj3 : Les trois événements se réalisent.

A, Bl - T g st € e et we e b, 8. FEj : Exactement deux événements se produisent.
5. E5 : Deux événements au moins se produisent. 9. Eg : Au plus deux événements se produisent.
1. Ey = AN BNC. Le contraire de E; est E; = AU B U C: "A ne se réalise pas”.

2. B =ANCNB=(ANC)\ B. Le contraire de Ey est B = AUC U B.

3. B3 =ANBNC. Le contraire de E5 est B3 = AU B UC: ”"au moins un événement ne se réalise pas”.

4. B4, = AUBUC. Le contraire de E4 est E4 = AN BN C: "aucun événement ne se réalise”.

5. Es = (ANB)U(ANC)U(BNC). Le contraire de Es5 est Es: "zéro ou un événement se réalise”.

6. Eg=(ANBNC)U(ANBNC)U(BNANC)U(CNANB)=(ANB)U(ANC)U(BNC).

Remarquons qu’on a aussi Fg = E5 = (AUB)N(AuC)N (BUC).
7. E;=ANBNC, ce qui revient & By = AU BUC. Remarquons qu’on a ainsi F; = Ej.
8. Es=(ANBNC)U(ANCNB)U(BNCNA).
9. Egy=ANBNC=AUBUC. Remarquons qu’on a ainsi Eg = Fs.
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés
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pas de sens

pas de sens (une probabilité n’est jamais négative)
pas de sens (une probabilité ne peut pas étre supérieure strictement & 1)

(
(
pas de sens (le signe C ne va qu’entre deux ensembles/événements).
pas de sens (P(A) est un nombre, @ est un ensemble)

(

pas de sens (on ne multiplie pas deux événements)
ok
ok

pas de sens (le signe U ne va qu’entre deux ensembles/événements).

. pas de sens (on ne calcule la probabilité que d’un événement)
. ok
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

On lance 5 fois de suite un méme dé équilibré a 6 faces.
1. Proposer un univers 2 modélisant cette expérience, et préciser Card(f2).
2. Quelle est la probabilité d’obtenir 5 numéros distincts ?

3. Quelle est la probabilité d’obtenir toujours le méme numéro ?

1. Ici, un résultat de ’expérience est noté par une liste de 5 nombres, chacun entre 1 et 6.
Q= {(x1,m2,x3,x4,x5), T; € [[176H} = [[176]]5

et on a Card(Q) = 6°.

2. On est en situation d’équiprobabilité sur 2.
Notons A ’événement « obtenir 5 numéros distincts ».
On a6 x 5 x4 x 3 x 2=06!issues qui réalisent 1'événement A (en choisissant successivement le premier résultat, puis le

second, ..., puis le cinquiéme). Donc :

_ Card(A) 6!
P(4) = Card(Q) ~ 6°

3. Notons B I’événement « obtenir toujours le méme numéro ».
On a 6 issues qui réalisent 1’événement B (une par numéro possible), donc :

_ Card(B) 6 1

POB) = Gord) ~ & ~ o
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

[4]

On joue a Pile ou Face 4 fois de suite avec une piece équilibrée. On note A « on obtient deux fois Pile et deux fois Face », et B
« les deux premiers lancers ont donné des résultats différents ».

1. Décrire 'univers €2 et P(Q2). Que vaut Card(P(2))?
2. Calculer P(A),P(B),P(AN B) et P(AU B).

1. Q ={P,F}* et P(Q) désigne toutes les parties de Q. Comme Card(Q) = 2* = 16, on a Card(P(Q2)) = 26 = 65536

1
2. On est en situation d’équiprobabilité sur 2. Chaque liste possible apparait avec probabilité 6"
b A = {(P7 P7 F? F)? (P7 F7 P? F)? (P7 F7 F? P)? (F7 P7 P7 F)? (F7 P7 F? P)? (F7 F7 P? P)}7 donc Card(A) = 6 :

e En notant Py : « la piece donne Pile au k-ieme lancer »et F} : « la piece donne Face au k-ieme lancer », on a :

P(B) = P((a NFy) U (F; N P2)>

=P(PNFy) +P(FiNP,) (par incompatibilité)
(P)P(Fy) +P(F1)P(P2) (par indépendance)

)P
1+ 1 |1
2 7279272

e ANB={(P,F,P,F),(P,F,F,P),(F,P,P,F),(F,P,F,P)}, donc Card(AN B) = 4. Ainsi :

P
_ 1y
2

Card(AﬂB
PAanB) = C Card(Q) _
[ ]
P(AUB) = P(A) + P(B) ~ P(ANB) = >+~ — 2 _|2
B 82 4 |8
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

Une urne contient cing boules vertes, six boules bleues et sept boules jaunes, toutes différentes (numérotées) mais indistinguables
au toucher. On préleve trois boules au hasard successivement et sans remise.

1. Calculer la probabilité pour que les trois boules soient de la méme couleur.
2. Calculer la probabilité pour qu’il y ait au moins une boule verte.
3. Calculer la probabilité pour qu’il y ait une boule de chaque couleur.

4. Recommencer les questions précédentes si on fait des tirages avec remise.

1. On est en situation d’équiprobabilité a chaque tirage successif dans 'urne. Notons pour tout k :
* Vi 1 « la k-ieme boule tirée est verte ».
* By : «la k-ieme boule tirée est bleue ».
* Ji 1 « la k-ieme boule tirée est jaune ».
Si M désigne I’événement « les trois boules sont de la méme couleur », on a :

M=WinVanVs;) U (BiNB2NB3) U (JiNJaNJs3)

donc :

P(M)=P(ViNVoNV3)+P(ByN BN B3)+P(JyNJaNJ3) (événements disjoints)

P(V1)Py, (V2)Pviav, (V3) + P(B1)Pg, (B2)Pp, 5, (Bs)
5
17

,gxi 3,6 5 4,7 6 5
18 T 17 T 16 18 16 18~ 17~ 16

6041204210 390 65

18 x 17 x 16 4896 816

2. Notons V I’événement « on obtient au moins une boule verte », alors V est « on obtient aucune boule verte ». Donc :

P(V)=1-P¥)
=1-P(VinVanVs)
=1 —P(V1)Py-(Va) Py (V3)
13 12 11 1 1716_265

18517 ° 16 4896 408
3. Notons T « on obtient un résultat tricolore ». Alors :
T=(WViNnBysNJs) U (ViNnByNJs) U (BiNVandJs)N(BiNJaNVz)U(JiNVanNBsg)U(J3 N BaNVs)
En faisant comme pour les questions précédentes (incompatibilité, puis probas composées), on obtient :

dx6x7 35

PT) =6 oo 17 %16 ~ 136

4. Si on procede avec remise, alors les tirages sont indépendants les uns les autres. Les probabilités précédentes deviennent :
5 6 7 19
PM)=|— — ) =2
(M) <18> +<18> +<18> 36

3
13 3635
P(V)=1—- (=) =222
W) (18) 5832

=0 35) (55) (55) =
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

(6]

Une urne contient 8 boules numérotées de 1 & 8. On tire trois fois de suite une boule avec remise.
1. Quelle est la probabilité d’obtenir 3 nombres dans un ordre strictement croissant ?

2. Quelle est la probabilité d’obtenir 3 nombres dans un ordre croissant ?

1. Q =[1,8]3, donc Card(2) = 8 = 512 et on est en situation d’équiprobabilité sur €.
Soit A I’événement « les trois boules apparaissent dans un ordre strictement croissant ».

A={(i,j,k), 1<i<j<k<8}

On doit donc & présent déterminer Card(A). 1l faut donc déterminer toutes les listes strictement croissantes de 3 nombres
de [1,8] : (1,2,3),(1,2,4),(1,2,5),...,(6,7,8).

Il suffit de choisir trois nombres distincts successivement, il y a 8 X 7 x 6 possibilités, puis de diviser le résultat par 3! = 6
(car si on choisit trois nombres distincts, il y a 3 x 2 x 1 listes possibles ordonnées avec ces trois nombres, mais une seule
ne fournit une liste croissante). On a donc :

8 X T7Tx6
On a donc : 56 18 9
PA) = o = — =

T 512 256 128

2. Soit B I’événement « les trois boules apparaissent dans un ordre croissant ».

Notons B; « on obtient deux numéros identiques, puis un strictement plus grand ».
Notons Bs « on obtient un numéro, puis deux identiques strictement plus grands ».
Notons B3 « on obtient trois fois le méme numéro ».
Alors :

B=AUB;UBy;UBs

et I'union est incompatible, les événements sont tous disjoints 2 a 2.

By ={(i,i,j), 1<i<j<8}
Ainsi, Card(B;) = 28 (autant de choix que de couples (i, j) tels que @ < j).

By ={(i,5,4), 1<i<j<8}
Ainsi, Card(Bz) = 28 également.

Ainsi, Card(B3) = 8.

Finalement :
_56+28+28+8 120 30

P(B == -
(B) 512 512 128
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

Un dé a été truqué de telle sorte que la probabilité de sortie du 6 soit le triple de la probabilité de sortie du 1. Les numéros de 1
a b ont cependant la méme probabilité de sortie.

1. Quelle est la probabilité de sortie de chaque numéro ?

2. Calculer la probabilité d’obtenir un numéro impair.

1. Notons Ay I’événement « le dé donne k », et notons xz = P(A;).
D’apres I’énoncé, on a Vk € [1,5],P(Ax) = , et P(Ag) = 3.
Or, (Aq, ..., Ag) forme un systéeme complet d’événements. On a donc :

6
1
Z]P’(Ak)zlzsc—l—x—i—x—i—x—i—x—i—i%m:1zw=é
k=1

La probabilité de sortie pour chaque numéro est donc de 1/8, sauf pour le nombre 6 pour lequel la probabilité de sortie
est de 3/8.

2. Soit B I'événement « le numéro est impair ». Alors :

| w

P(B) = P(A;1) + P(A3) + P(As) = 3 x

0| =
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

Soit p €]0, 1[. On considere P : P(N) — R telle que Vk > 0, P({k}) = p(1 — p)*.
Mountrer que P est une probabilité sur (N, P(N)). Que vaut la probabilité d’obtenir un nombre pair ?

Notons Vk € N, up = p(1 — p)*.

e Pour tout £ > 0,onaux >0
e Puisque p €]0,1[,on a0 <1 —p < 1, donc la série de terme général (1 — p)

+ o0 “+o00 1
Y uk=p) (1-p)" =px Tma=p "
k=0 k=0 p

Ainsi, P fournit bien une loi de probabilité sur (N, P(N)).

k converge (série géométrique), et :

De plus, en notant A I’événement « on obtient un nombre pair », on a :

400
P(4) = D>_P({2})
1os |
= _p(1—p)*

= pi::: ((1 —p)Q)j
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

k

Notons Vk € N, uy = e_A%.

e Pour tout k>0, on a ux >0

e La série de terme général o converge (série exponentielle), et :
—+oo —+o0 )\k
Zuk=e_>‘ZF —eMxet=1
k=0 k=0

Ainsi, P fournit bien une loi de probabilité sur (N, P(N)).
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

Dans une urne se trouvent quatre boules noires et deux boules blanches. Cing personnes tirent successivement et sans remise
une boule dans 'urne. Le premier qui tire une boule blanche a gagné.
Quelle est la probabilité de victoire de chacune des cing personnes ?

Pour tout k € [1, 5], notons Ay : « la k-iéme personne qui tire gagne », et By : « la k-ieme boule tirée est blanche ».

2 1
e Par équiprobabilité, P(A;) = P(By) = iT3
- 4 2 4
o P(4y) = P(Bi N By) = P(B1)Py (Ba) = ¢ X ¢ = 1=
B~ — 3 2 1
Ld ]P)(Ag) = P(Bl n Bg N Bg) = ]P)(Bl)]P) (B )PB1ﬂBg (Bg) g X Z = 5

4
6
Bs

. J— 4 3 2 2 2
IP(A4) = ]P(Bl N By N B3N B4) = ]P(B )]P (BQ)PEﬂBz( )PB1QEOF3<B4) = 6 X g X Z X g = ﬁ

Pour terminer :

>
Il
—
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

Une galette des rois est découpée en 12 parts égales. Elle ne contient qu’une seule feve. On a 12 convives qui choisissent au hasard
leur part, les uns apres les autres, du plus jeune au plus agé. Vaut-il mieux étre plus jeune ou plus vieux pour avoir le maximum
de chances d’avoir la feve ?

Notons pour tout k € [1,12], Ay : « le k-iéme convive obtient la feve ».

1
e Par équiprobabilité, P(A;) = 17
_ _ 11 1 1
o P(Az) =P(A1 N Az) =P(A;)P4(Az) = IR TERETE 0o )
[ ] P(Ag) = ]P(Al n AQ n Ag) = P(Al)PE(Az)PEﬂTQ(A3) = ﬁ X ﬁ X E = E

Pour tout k € [3,12],
P(Ap) =P(A1 NN A1 N Ag)
— P(E)PI(E) ca sz‘__mm(m)]}pflm,_m/;kfl (Ak>

11 10 13—k 1
=— X —= XX X

12 11 14—k 13—k

1

12

Finalement, tous les convives (du plus jeune au plus vieux) ont la méme probabilité d’obtenir la feve.
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

Une urne contient une boule blanche et une boule rouge. On tire successivement et infiniment des boules dans cette urne. A

chaque boule tirée, on note la couleur de celle-ci et on la remet dans 'urne accompagnée d’une boule supplémentaire de la méme
couleur. On note B,, I’événement « la boule tirée au n-ieme tirage est blanche ».

1. Déterminer la probabilité qu’on ne tire que des boules blanches.

2. Montrer que la boule rouge initiale sera tirée presque-surement.

1. Notons B I’événement « on ne tire que des boules blanches ». Alors :

et

Or,pour N > 1,on a:

Ainsi :

P(B)

L’événement B est négligeable.

3 N
4 N +1

A 1
lim P(ﬂ Bn> :NLHEOOWZO

n=1

2. Si A désigne I’événement « on tire au moins une fois la boule rouge initiale ». Alors A = B, donc :

Donc A est presque-sur.

2019-2020
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

Une urne contient une boule blanche et une boule rouge. On tire successivement avec remise des boules dans cette urne. Si on
tire une boule blanche, on la remet dans I'urne en ajoutant une boule blanche supplémentaire. Si on tire une boule rouge, le jeu
s’arréte. On note R,, ’événement « la boule tirée au n-ieme tirage est rouge ».

1. Déterminer la probabilité de R, pour tout n > 1.

2. Quelle est la probabilité que le jeu ne s’arréte jamais ?

1. Déja, on a P(R;) = % par équiprobabilité.
Notons pour tout k& > 1, By I’événement « la boule tirée au k-ieme tirage est blanche ». Alors pour tout n > 1,
R,=BiNByN---NB,_1NR,
Donc par la formule des probabilités composées :

]P) (R’ﬂ) = ]P)(BI)IP)BI (B2)IP)BlﬂBg (BS) e PBlmBgm---ﬁBn72 (B’nfl)PBlﬁBgﬂN-ﬂanl (Rn)

1 2 3 n—1 1
=—-—X=-X-X X X
2 3 4 n n+1
_ 1
n(n+1)
On a donc :
1
vn>1, P(R,) = ——
» P(Fn) n(n+1)
2. Notons A I'événement « le jeu s’arréte », et J I'événement « le jeu ne s’arréte jamais ».
+o00
Ona:A= U R,,, et remarquons que les R sont deux a deux incompatibles. On a donc :
n=1

sy=r (Un) =S e =5 L= (A L) (1)
n=1 n=1 1n(n+1) N—too £= \ 10 n+1 N—+oo N +1

n=

et finalement :
P(J)=1-P(A) =0

Ainsi, le jeu s’arréte presque-stirement.
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Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

Hypokhagne B/L

Une urne contient deux boules blanches et une boule rouge. On effectue des tirages successifs avec remise d’une boule dans cette
: « on tire une boule blanche au

urne, jusqu’a ce que I’on obtienne la boule rouge; le jeu s’arréte alors. On note pour n > 1, B

n-iéme tirage », et F, : « le jeu s’arréte a l'issue du n-ieme tirage ».

1. Exprimer F,, en fonction des B;.
« le jeu s’arréte ». Déterminer P(A).

2. Soit A :
1. Pourn>1,ona F,=B NByN---NB, 1 NB, (avec I} = By)
2. A= LJ F,

n=1
De plus, les tirages étant indépendants (on procede avec remise), on a

Wl?l,pg%):HngPuby.%%Bwqﬂ%BH==(3> _ é

Ainsi par incompatibilité des Fj, :

+o0 +o00 o0 n—1
Mm_P<LJ&>_2;M ;z;() _;x1i§_1

n=1 n=

Le jeu s’arréte donc presque-sirement.

2019-2020 Lycée du Parc

14/29



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

On dispose de n urnes numérotées de 1 a n. Dans 'urne numéro k se trouvent k£ boules blanches et n — k boules rouges. On
choisit au hasard (avec équiprobabilité) une urne, puis on tire successivement et avec remise deux boules dans cette urne.
1. On note A; I'événement « la boule numéro j est blanche ». Calculer la probabilité de A; et de As.

2. Les événements Ay et As sont-ils indépendants ?

1. Notons, pour k € [1,n], By '"événement « on choisit 'urne numéro k ».

La famille (B, Bs, ..., By) formant un systéme complet d’événements, on applique la formule des probabilités totales :

P(Al) = i]?(Bk n Al)

k=1
= P(Bi)Ps, (A1)
k=1
1k
:fof
n n
k=1
1 n
k=1
1 nn+1) n+1
= — X =
n? 2 2n
De méme, on a :
P(A)—iP(B)P (A =S Lk _ntl
2 7k:1 k% Be T2 71@:1” n  2n

2. Calculons P(Al N AQ) et P(Al)IP(AQ)

n

P(Al NAs) = iP(Bk N (Al N Ag)) = ZP(Bk)PBk (Al N As)
k=1 k=1

Skt
n
k=1
1
n3
1

k=1
B nn+1)2n+1) (n+1)2n+1)
E x 6 N 6n2
On a donc : ( 1y
n+

donc Ay et As ne sont pas indépendants.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

On considere 'expérience aléatoire consistant & lancer infiniment un dé équilibré & 6 faces. On note A,, : « on n’a pas obtenu de
6 lors des n premiers lancers ».

1. Déterminer la probabilité de ’événement « on n’obtient jamais de 6 ».

2. Montrer que presque-stirement on obtient au moins une fois un numéro pair.

1. Notons A I’événement « on n’obtient jamais de 6 ». Alors :
+oo
A=) A,
n=1
et remarquons que la suite (4,) est décroissante. Ainsi, par théoréme de la limite monotone,

+o0 n

(en effet, les lancers étant indépendants, A,, se réalise si & chaque numéro on a un numéro différent de 6, donc
_ (5\n

P(An) = (5)")-

L’événement « on obtient au moins un 6 »est donc presque-sir.

2. Notons B I’événement « on obtient au moins une fois un numéro pair »et notons, pour tout n > 1, B,, I’événement « sur
les n premiers lancers, on obtient au moins une fois un numéro pair ». Alors :

et remarquons que la suite (B,,) est croissante. Ainsi, par théoréme de la limite monotone,

P(B) =P <+Lj Bn> = lim P(B,)

n——+oo
n=1

Or, B, signifie « sur les n premiers lancers, on a eu que des numéros impairs », donc : P(B,,) = (g)" =1/2", ainsi :

1

P(B) = lim (1— ) =1

n——+00 n

Presque-stirement, on obtient au moins une fois un numéro pair.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

Alain et Bruno lancent le méme dé a tour de role et Alain commence. Les lancers sont indépendants. Le gagnant est le premier
a obtenir un « 6 ». Quand Alain ou Bruno gagne, la partie s’arréte.

On s’intéresse aux trois événements suivants : A = « victoire d’Alain », B = « victoire de Bruno » et D = « pas de vainqueur ».
On note F, : « fin de la partie au n-ieme lancer » et S : « le j-ieme lancer donne un 6 ».

1. En exprimant I’événement D a ’aide des événements S, déterminer la probabilité qu’il n’y ait pas de vainqueur.
2. Exprimer '’événement F;, a ’aide des événements S; et en déduire la probabilité de F,.
3. Exprimer les événements A et B a l’aide d’événements F,.

4. Calculer la probabilité de victoire de chaque joueur.

400
1. D=5;. Ona donc :

j=1
+007 N o o o L 5 N
P =2 15) = i P (15 = tim (ERE- 260 = i (5) =0
Ainsi, I’événement D est négligeable.
2. F, =5 NSN---NnS,_1NS, donc :
. o o 5 n—1 1
P(SiNSN--NS,—1NS,) =P(S)P(Ss) - P(S,_1)P(S,) = . ;

3. Alain gagne si la partie s’arréte lors d’un lancer de numéro impair, Bruno gagne si la partie s’arréte lors d’un lancer de
numéro pair. Ainsi :

+o0 +oo
A= U Fopqq et B = U Fyy
k=0 k=1

4. Par incompatibilité :

+oo +oo (2k+1)—-1 +00 k
5 1 1 25 1 1 6
P(A):ZP(F%H):Z(G) 56 (36) s 1 ®m 11
k=0 k=0

Enfin, puisque (4, B, D) forme un systéme complet d’événements, on a :
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

Une usine fabrique 3% de pieces défectueuses. Toutes les pieces fabriquées sont controlées. 99% des pieces correctes sont acceptées
et 98% des pieces défectueuses sont refusées. Calculer la probabilité pour que :

1. Une piece testée soit refusée et bonne.
2. Une piece testée soit acceptée.

3. Une piece qui a été acceptée soit en fait défectueuse.

L’expérience aléatoire consiste ici a choisir une piece au hasard. Notons :
— D :« la piece est défectueuse », alors D: « la piece est correcte ».
— A: « la piece est acceptée », alors A: « la piece est refusée ».
D’apres I’énoncé, on a :

P(D) = 0.03, P5(A) = 0.99, Pp(A) =0.98

Remarquons qu’on en déduit, en passant aux complémentaires, que :

P(D) = 0.97, P5(A) = 0.01, Pp(A4) =0.02
1. On cherche P(D N A). D’apres les conditions de I’énoncé, on a :
P(D N A) = P(D) x P5(A) = 0.97 x 0.01 = 0,0097
2. On cherche P(A). Comme (D, D) forme un systéme complet d’événements, on applique la formule des probabilités totales :

P(A)=P(DNA)+P(DNA)

= P(D)P5(A) + P(D)Pp(A)
= 0.97 x 0.99 + 0.03 x 0.02 = 0.9603 + 0.0006 = 0.9609

3. On cherche P4(D). On a :

PL(D) = P(DNA) P(D)Pp(A) 00006 6 2
AT TRA) T P(A) 09609 9609 3203
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

Une urne contient deux boules vertes et trois boules jaunes. On effectue quatre tirages avec remise dans cette urne. On considere
les événements suivants :

— A : «les deux premiers tirages donnent des boules vertes »

— B : « les deux derniers tirages donnent des boules vertes »

— C : « les deuxiéme et troisieme tirages donnent des boules jaunes »

— D : «les quatre tirages donnent des boules de la méme couleur »
Parmi ces événements, lesquels sont indépendants ? Ces quatre événements sont-ils mutuellement indépendants ?

Ici, on se place en situation d’équiprobabilité, les tirages se faisant avec remise, leurs résultats sont indépendants les uns les
autres. Remarquons que :

() () (@) e () (2) -2

— A et B sont | indépendants | « physiquement »(puisque ne dépendent pas des résultats des méme tirages).

— A et C ne sont pas indépendants, puisque ANC = (. (on a donc P(ANC) = 0 mais P(A)P(C) # 0).
— AN D signifie « on a eu 4 boules vertes », donc P(AND) = (%)4. Ainsi :

P(A)P(D) # P(AN D)

donc A et D ne sont pas indépendants.
— B et C ne sont pas indépendants, puisque BN C = (. (on a donc P(B N C) = 0 mais P(B)P(C) # 0).

— BN D signifie « on a eu 4 boules vertes », donc P(BN D) = (%)4. Ainsi :

P(B)P(D) # P(BN D)

donc B et D ne sont pas indépendants.
— C'N D signifie « on a eu 4 boules jaunes », donc P(CN D) = (%)4. Ainsi :

P(C)P(D) # P(C N D)

donc C et D ne sont pas indépendants.
— Enfin, puisqu’ils ne sont méme pas indépendants 2 a 2, les quatre événements ne peuvent pas étre mutuellement indépen-
dants.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

On considére ’expérience aléatoire consistant a lancer deux fois un dé équilibré a 6 faces. On note A : « le premier chiffre est
pair », B : « le second chiffre est impair », C' : « la somme des chiffres est paire ».
Montrer que A, B, C sont deux a deux indépendants, mais pas mutuellement indépendants.

— Par équiprobabilité, on a :

De plus, sur les deux lancers, on a 6 x 6 = 36 résultats équiprobables. La somme des chiffres est paire si et seulement si
on a eu deux résultats pairs ou deux résultats impairs, donc :

 3x3+3x3 18 1

P(C =— ==
(©) 36 36 2
— AN C signifie « on a eu deux résultats pairs », donc :
3x3 9 1 1 1
P(A = =—=-==-x=-=PA)P
ANO) =35 =36~ 123 ~FWRO)
donc A et C sont indépendants.
— BN signifie « on a eu deux résultats impairs », donc :
3 x3 9 1 1 1
P(BNC) = =—=-=-x=-=P(B)PC
(BAC) =3 =3- 12 3 FBFO
donc B et C sont indépendants.
— AN B signifie « on a un résultat pair, puis un résultat impair », donc :
3x3 9 1 1 1
P(ANB) = =—=-=-x-=PA)PB
ANB) =35 =3 =173 %3 " FAFD)

donc A et B sont indépendants.
— AN BNC =0, mais P(A)P(B)P(C) # 0, donc A, B, C ne sont pas mutuellement indépendants.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

On effectue une infinité de lancers d’une piece équilibrée . Pour n > 2, on note A,, : « au cours des n premiers lancers, Face n’est
jamais suivi de Pile ».

1. Montrer que pour tout n > 2, P(4,) =

2. Est-il possible que Face ne soit jamais suivi de Pile ?

n+1
on -

1. En notant Py (respectivement F}) I’événement « on obtient Pile (resp. Face) au lancer k », on peut écrire que :

A, =(FiNFENFN---NE,)
U(Pl)ﬂ(FgﬂFgﬂ“'ﬂFn)
U(Plﬂpg)ﬂ(F;gﬂ-'-ﬂFn)

u:
U(Plﬂ"'ﬂpn_lﬂFn)
U(lePQQ---Pn_lﬁPn)

En effet, pour que Face ne soit jamais suivi de Pile, on doit avoir nécessairement des (éventuels) Piles avant des (éventuels)
Faces.

Si la piece est équilibrée, il y a 2™ issues possibles a la suite de n lancers, et ici on a dénombré n + 1 issues favorables a
A,,. Donc par équiprobabilité.

n+1
P(A,) = o
+oo
. Notons A I'événement « Face n’est jamais suivi de Pile ». On a A = ﬂ A,. Et la suite (A4,) est décroissante. Par le
n=2
théoreme de la limite monotone, on a donc :
N+1

=0 (croissances comparées
N——+oco N—+oco 2N ( p )

P(A) =P (ﬁo An> = lim P(Ay)= lim
n=2

Ainsi, presque-sirement, on obtiendra au moins une fois le motif « Face puis Pile ».
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

On effectue une infinité de lancers d’une piece pour laquelle la probabilité d’obtenir Face est p €]0, 1], avec p # 1/2. Pour n > 2,
on note A, : « au cours des n premiers lancers, Face n’est jamais suivi de Pile ».

pn+1 _ (1 _ p)n-i-l
2p —1

2. Est-il possible que Face ne soit jamais suivi de Pile ?

1. Montrer que pour tout n > 2, P(A4,) =

1. En notant Py (respectivement F}) I’événement « on obtient Pile (resp. Face) au lancer k », on peut écrire que :

A, =(FiNFBNEFNn---NF,)
UP)NFenNFn---NE,)
UPINP)N(EsN---NF,)
u:
UuPn---N~k,_1NE,)
UPNnPon---P,1NP,)

En effet, pour que Face ne soit jamais suivi de Pile, on doit avoir nécessairement des (éventuels) Piles avant des (éventuels)
Faces.
Par incompatibilité, puis par indépendance des lancers, on obtient :

P(A,)=p"+Q—pp" '+ (1 =p)*p" 2+ +1—p) " 'p+(1—p"*
(1 —p)*
1-p

> "

k=0

n k
& (5)
2

1—
=p" X g carJ#l (onap#1/2)
1—-=F D
-1 -p
B 2p—1
+o0
2. Notons A I'événement « Face n’est jamais suivi de Pile ». On a A = ﬂ A,. Et la suite (A,) est décroissante. Par le

n=2
théoreme de la limite monotone, on a donc :

P - -pMtt

N—+oo N —+o00 2p -1

P(A) =P (ﬁo An> = lim P(Ay)= lim

Ainsi, presque-sturement, on obtiendra au moins une fois le motif « Face puis Pile ».

2019-2020 Lycée du Parc 22/29



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

On dispose d’une piece équilibrée, avec laquelle on fait une succession illimitée de lancers.
On note A,, 'événement : on obtient pour la premiere fois un Double Pile aux lancers n et n + 1.

1. Calculer P(4;), P(A2), P(A3)

1 1
2. Montrer que pour tout n > 3, on a : P(4,,) = §IP’(A"_1) + ZP(ATL_Z). En déduire P(A,,) pour tout n > 1.

1 1 1
1. P(A) =P(P N P) = 3%X3=1 (par indépendance des lancers).
1
P(Ay) =P(FANP,NPs) = 3 (par indépendance des lancers).
1 1 1
P(Ag) :P(Fl ﬂFQﬂPgﬂP4)+P(P1 ﬂFQﬂPgﬂP4) = 176+E = g
2. Soit n > 3.
Remarquons que (P, F1) forme un systéme complet d’événements (selon le résultat du premier lancer).
On a alors :
( ):P(FlmAn)+P(leAn)
=P(FiNA,)+P(PLNFNA)
= P(F1)Pr, (An) + P(P1 N F2)Ppnp, (An)
1 1

La suite (P(A,)) est donc récurrente linéaire double.
1+5
T

L’équation caractéristique associée est : 2% = %x + i, qui admet pour solutions : x =

Il existe donc deux réels a et b tels que :

Vo > 1,P(4,) =a <1 _4‘/3> +b <1+4\/5>

Comme P(A;) =1/4 et P(A2) = 1/8, on trouve

Ainsi :

- (55 -(5)
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

Deux joueurs A et B jouent aux échecs sans discontinuer. Le joueur B gagne la premiere partie. La probabilité que A remporte
une partie sachant qu’il vient de remporter la précédente est de 0, 6. La probabilité que B remporte sa partie sachant qu’il vient
de remporter la précédente est de 0,5. On note p,, la probabilité que B remporte la n-ieme partie.

A Tlaide de la formule des probabilités totales, montrer que la suite (p,) est arithmético-géométrique et donner sa formule
explicite.

Notons A,, (resp. B,) 'événement « le joueur A (resp. B) remporte la n-ieme partie.
D’apres les hypotheses, on sait que :

P(By) =1
vn = 1, ]P)An (An+1) =0.6 et ]PBn (Bn+1) =0.5

En appliquant la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements (A, By,), on a :

Pn+1 = IP)(Bn+1) = ]P(An N Bn+1) + ]P(Bn N Bn+1>
= P(An)PAn (Bn+1) + P(Bn)PBn (Bn+1)
=(1—pp)(1—0.6)+p,0.5
=(0.5-04)p, +04
=0.1p, + 04

La suite (p,,) est donc bien arithmético-géométrique, et on a :

1 2
p1=1 et Vn > 1, pn+1:T0pn+5
Lé ti téristi 1é t L +2<:>9 2<:> 4
equation caracteristique assoclee est r —= —T - —Tr = = xr = .
4 q 10° "5 10° "5 9

4 1
La suite < n — 9) est donc géométrique de raison 1" On a finalement :

4 1\"! 4
wetm=5=(5) (n-3)

n—1
4 5 /1
V’”‘?l’pn:g*g(m)

D’ou :
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

Une compagnie aérienne étudie la réservation sur I'un de ses vols. Si une place est réservée le jour k, elle le sera encore le jour
k + 1 avec probabilité 9/10. Si la place est libre le jour k, elle sera réservée le jour k + 1 avec la probabilité 4/10.
Pour tout k € N, on note Ry, ’événement « la place est réservée le jour k » et rp, = P(Ry) sa probabilité. On suppose que ry = 0.

1. Exprimer 7,41 en fonction de ry.

2. En déduire I'expression explicite de 7 en fonction de k et calculer HI—E Th-
n—-+0o

1. Soit k € N, Tkt1 = P(Rk+1). o
En appliquant la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements (Ry, Ry,),

]P(Rk-i-l) = ]P’(Rk N Rk-i—l) + P(E N Rypa1)
= P(Ry)Pr, (Rit1) + P(Ri)Pr(Rit1)

9
:rkx—+(1—rk)

X R—
10 10
-
= | -7 —
2" "5
2. La suite (1) est donc arithmético-géométrique.
1 2 1
L’équation caractéristique associée est x = 5T + z = 3T = E == 5

1
La suite (rk — %) est donc géométrique, de raison 5 On a finalement :

4 1\* 4
VkEN,Tk—5—<2> <7"0—5>

D’ou :

4
On a alors lim 7, = —.
n—-+oco 5
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

On considere le jeu palpitant suivant : on lance trois pieces équilibrées, si les trois pieces donnent Pile le jeu s’arréte, sinon on
recommence.

1.
2.

Calculer la probabilité que le jeu s’arréte au n-ieme lancer. En déduire que le jeu s’arréte presque stirement.

Calculer la probabilité qu’au n-ieme lancer, le jeu ne se soit pas encore arrété. En déduire d’une autre maniere que le jeu
s’arréte presque siirement.

1. Notons A4,, I'événement « Le jeu s’arréte au n-ieme lancer ». On cherche donc P(A,,).

Notons T} : « au k-ieme lancer, les trois pieces ont donné Pile ». On a alors
A =Ty etvn>2 A, =TiNThn ---NT,_1NT,

Les T; ne sont pas indépendants ici (il y a une condition d’arrét). Cependant, si le k-iéme lancer a lieu, la probabilité
1 1

1
d’obtenir trois Pile vaut (par indépendance des trois piéces) 3 X 5 X 3<%

On a donc P(4;) = % et pour tout n > 2, on a :

n—1
P(An) = P(Tl)Pﬁ(TQ) o .I[DTilﬂ'”ﬂT”72(Tn—l)Pﬁﬂ»-.ﬂTnfl (Tn) = <8) 8

—+oo
Soit A I’événement « Le jeu s’arréte ». On a clairement A = |J A,, et les A, étant deux & deux incompatibles, on a :
1

n=

400 +o0 n—1 +oo k
7 1 1 7 1 1
MA)ZP(AH)Z(Q 578 (g) gzt

n=1 n=1 k=0

Donc le jeu s’arréte presque stirement.

. Notons B,, I'événement « Au n-iéme lancer, le jeu ne s’est pas encore arrété ». On a alors

B,=TiNnTon---NT,_.1NT,
Toujours avec la formule des probabilités composées (les T; ne sont pas indépendants a priori ) :

P(By) = PTDPR(TS) -+ P (T = ()

La suite (Bj,)n>1 est une suite décroissante d’événements. En effet, pour tout n > 1, si on suppose que au n + l-ieme
lancer, le jeu ne s’est pas encore arrété, cela implique nécessairement que au n-ieme lancer, le jeu ne s’était pas encore
arrété. Autrement dit Vn > 1, B, 41 C By,.

+oo
D’apres le théoréme de la limite monotone, on sait donc que lim P(B,) =P <ﬂ Bn>.
n—-+4oo

n=1

+o0 _
Or, (| B, correspond & I’événement « Le jeu ne s’arréte pas », autrement dit ’événement A (en reprenant les notations
n=1

7 n
de la question 1). On a donc P(4) = lim P(B,)= lim () =0.

n——+00 n—+oo \ 8
Ainsi P(A) =1 —-P(A) = 1, et 'événement A : « le jeu s’arréte » est donc un événement presque sir.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

+o0
On admet que pour tout z €] — 1, 1], Z % =—In(1—x).
k=1

Une urne contient une boule noire. Un joueur lance un dé équilibré : s’il obtient un six, il tire une boule dans I'urne et le jeu
s’arréte ; sinon il rajoute une boule blanche dans l'urne et recommence.

1. Pour tout k& > 1, calculer la probabilité de Ay : « on obtient pour la premiere fois un six au k-ieme lancer ».

2. Montrer que (Ag)r>1 est un systéme quasi-complet d’événements. En déduire la probabilité que la boule tirée au final
soit noire.

1. Notons S; : « on obtient un six au j-ieme lancer de la piece ». Alors :
A, =51NSN--NSe_1 NSk
Les S; (ou ST) ne sont pas indépendants ici car il y a une condition d’arrét du jeu. Mais a chaque lancer du dé, on obtient

un six avec probabilité 1/6.
On a, en appliquant la formule des probabilités composées :

_ - 5 k—1 1
P(Ay) = P(51)Pg(S2) - - Py gy mises (Se—1)Pgin... g (Sk) = () =

2. Les (Ag) sont incompatibles deux & deux, et on a :

+oo +oo k—1 +oo i
12 /5 1825V 11
; () GZ<6) 6 (6) 6 1-3

k=1 =0

Ainsi, (Ag)g>1 forme bien un systéme quasi-complet d’événements.

Soit a présent N I’événement « la boule tirée est noire ». On applique la formule des probabilités totales avec le systeme
quasi-complet d’événements précédent :

+o0 5 k—1 1 1
= ( 6 X z (si Ay se réalise, on a k boules dans 'urne, dont 1 noire)
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

Dans une salle de jeux, il y a trois machines M;, Ms et Ms. Les deux premieres machines permettent de gagner avec une
probabilité de 1/4. La troisitme machine est truquée et fait perdre & coup stir. Un joueur non averti choisit une machine au
hasard et joue plusieurs fois de suite avec la méme machine.

1. Quelle est la probabilité pour qu’il perde : au ler coup ? au 2éme coup ? 2 coups de suite ? n coups de suite ?

2. Ayant perdu 2 coups de suite, quelle est la probabilité pour qu’il ait joué avec la machine truquée 7

1. Notons simplement pour k € {1,2,3}, M}, « le joueur choisit la machine M}, », et pour tout j > 1, notons A; « le joueur
perd la j-ieme partie ».

D’apres la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (M7, M, M3), on a :

P(A1) = P(M; N Ay) + P(My 0 Ay) + P(Ms N Ay)

= P(M1)Par, (A1) + P(M2)Par, (A1) + P(M3)Par, (A1)
—1><3+1><3+1><1—5
374 374 3 6
De méme,
1 3 1 3 1 5
IP(AQ) = ]P)(Ml)]P)]wl (AQ) + ]P)(MQ)IED]V[2(A2) +IP(M3)]PM3(A2) = § X Z + g X Z + g x 1= 6

P(A1 N As) = P(My)Par, (A1 N As) + P(M)Pas, (Ay N Az) + P(M;)Pas, (A1 N Ay)

1 3\? 1 3\? 1 17
= e - = — 1)2 = —
3X(4> +3X<4) tyxT=5

37 \4) T3 \4) 3 ~373\4
2.
P (M):P(M3Q(A1QA2)):P(MB)XPA13(A1QA2):%Xlzé
A1NAs 3 P(Al ﬂAg) ]P)(AlﬂAg) %71 17
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Correction Exercices Chapitre 14 - Espaces Probabilisés

Hypokhagne B/L

On considere une suite infinie d’urnes (Uy,),>2, chaque urne contient des boules blanches et des boules noires. On tire une boule

dans U;, puis une boule dans Us, etc. jusqu’a obtenir pour la premiere fois une boule noire.
On note pour n > 2, A, « les tirages dans les urnes 2 & n n’amenent que des boules blanches ».

1. On suppose que pour tout n > 2, U, contient n boules dont une seule noire.
(a) Calculer P(A,).

(b) En déduire la probabilité de ne jamais tirer de boule noire.

2. On suppose que pour tout n > 2, U,, contient n? boules dont une seule noire.
n+1
(a) Montrer que pour tout n > 2, P(A4,) = ;— .

n

(b) En déduire la probabilité de ne jamais tirer de boule noire.

1. (a) Notons Ny, (respectivement Bj) I'événement « tirer une boule noire (resp. blanche) dans I'urne Uy, ».

1 2 n—1 1
P(An) :]P)(Bl mBQO ﬂBn) :]P)(Bl)IPBl(BQ)]P)BlmB2(B3)"']P)Blm.,,ﬁBn_l(Bn) = 5 X g X - X n = E
—+o0
(b) Notons J I’évenement « ne jamais tirer de boule noire ». Alors J = ﬂ A, et remarquons que la suite (A,) est
n=2
décroissante, puisque Vn > 2, A,11 C A,. On a donc, par théoréme de la limite monotone,

+oo 1
) =# (4] = i P = 0

Presque-siirement, on tirera une boule noire dans ce jeu.
2. (a) Notons Ny, (respectivement By) I'événement « tirer une boule noire (resp. blanche) dans 1'urne Uy, ».

3.8 n?—1 yrk*-1
]P(An) :]P)(BlﬂBgﬂ'-'ﬁBn) :]P)(Bl)PBl(B2)]P)BlﬂBg(BS)'"]P)Blﬂn-ﬂBn,l(Bn) = Z X § X +-e X o) = 2
k=2
Remarquons qu’on a des produits télescopiques :

k—1)(k+1 n n

ITkxk s K s K K 2 2n
k=2

+oo
(b) Notons J l’évenement « ne jamais tirer de boule noire ». Alors J = ﬂ Ay, et remarquons que la suite (A4,) est
n=2

décroissante, puisque Vn > 2, A,,4+1 C A,. On a donc, par théoreme de la limite monotone,

+oo
_ . N+1 . 1
neE <ﬂ A”) = i P(y) = lim o=t o=

Ici, on finit par tirer une boule noire avec probabilité 1/2.
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