Hypokhagne B/L Exercices Chapitre 13 - Etude locale d’une fonction

1 Calcul de développements limités

Déterminer les développements limités d’ordre 2 des fonctions suivantes au voisinage de 0 :

1. f(ﬂc)zlj_x : 5. f(z) =ln(l+ 2+ vITa)
2. flo) = BU+D) 6. f(z) = (1+2)°
4 fl@) =€ 8. fx)=V1+vVI+a

Déterminer les développements limités d’ordre 3 des fonctions suivantes au voisinage de 0 :

g =m(357) 6. fla) = o

2. f(a) = 16:35 7. f(z) = \/1+ 3cos(da)

3. flz)=(1+2)" 8. f(z) =In(2 + sin(2z)).

4 flw) = et 0. fa) =3+ V14822
5. f(x) = el 10. f(z) = Arctan(e2® — 1).

Calculer les limites suivantes:

1\* AFz—1—
1. lim <1+> 4 lim YAFE 1 3/2
X

2= +00 =0 1 — cos(w)
2 _ 1 r _ =T _
2. lim = . 5 fim & ¢ 2
a—1 In(z) =0 2
z _ ./ In(1 1—¢€"
3. lim ﬂ. 6. lim zln( ,+ z) + c.
250 x a—0 sin(z) —x

2 Etudes de fonctions

In(1422) |
. . oo ———— siz#0
Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = x .
1 siz=0

1. Rappeler le DL d’ordre 2 de In(1 4 u) au voisinage de 0.

2. Démontrer que f est continue et dérivable en 0, et préciser f'(0).

sit>0

Soit f la fonction définie sur [0, 400 par : f(t) = 1—e* :
1 sit=0
1. Démontrer que f est continue sur [0, +o0].
2. Démontrer que f est dérivable sur [0, +o00[ et déterminer f’(¢) pour tout ¢t € [0, 4o0].

3. Démontrer que f réalise une bijection de [0, +oo] vers [1, +ool.
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[6] Soit f la fonction définie sur [0, +oc[ par :

1
2
3
4

f(:c):{ :cHi sizx >0

0 siz=0

Démontrer que f est continue en 0, et étudier la dérivabilité en 0.

Démontrer que pour tout z > 0, In(x) < z + 1. En déduire les variations de f.
Déterminer la limite de f en +oo, puis un équivalent de f(z) — x en +oc.

Démontrer que f admet un développement limité en 1 d’ordre 2 et le déterminer.

Soit f la fonction définie sur R par :

AR

e’ —1 .
vz € R, f(z) = ln< . ) siz#0
0 siz=0

Montrer que f est bien définie et continue sur R.

Déterminer le développement limité d’ordre 2 de f en 0.

Montrer que f est dérivable en 0 et préciser f’(0).

Montrer que f est de classe C! sur R et préciser f'(z) pour tout réel x.

Etudier les variations de f et ses limites et tracer son tableau de variations complet.

Soit f la fonction définie sur R par :

1.
2.

fz) = 23 sin <i> six #0

0 sinon

Montrer que f est dérivable sur R et calculer f’(x) pour tout réel x.

Montrer que f’ n’est pas dérivable en 0. Montrer que f admet cependant un DL d’ordre 2 en 0.

@ Soit f la fonction définie par :

290_1,2

v e R\ {2}, flz)=——

1. Montrer que f admet un prolongement par continuité en 2, et étudier la dérivabilité de ce prolongement en 2.

N

Déterminer la position du graphe de f par rapport a la tangente au point d’abscisse 2.

2 —x

e
— est prolongeable en une fonction de classe C Lsur R.

Montrer que la fonction définie par f(z) = [pp—r
—e

Soit f la fonction définie sur R\ {1} par :

vV +1

r—1

fz) =

. Donner le DL d’ordre 2 de f en 0. En déduire I’équation de la tangente a Cy en 0 et leurs positions relatives

au voisinage de 0.

3 1
Montrer qu’au voisinage de 400, on a f(z) =z + 1+ o0 +o0 ()
x x

En déduire que f admet une asymptote et préciser la position de Cy par rapport a cette asymptote.
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