Hypokhagne B/L

Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R"

1 Résolution de systemes linéaires

Az 4y

Pour quelles valeurs de A € R le systeme { 2+ Ay

infinité de solutions ?

Résoudre dans R? ou R* les systemes suivants :

=1

admet-il dans R? aucune solution ? une unique solution ? une

2c+y+2z =5 r+y+=z 1
1. 204+ 13y — 72 =-—1 4. 3r+2y =14
r—y+z =1 r—2z =14
r4+3y—7z4+t =1
9 2042y + 242t = —x+2y+3z =2
' r—y—2z+t =-1 5. 4z + 5y + 62 =
r+T7y—4z+t =3 Tx+8y+9z =0
r+y+z+t =11
3.4 2x+yt+z+t =2 3v—4y+2z+t =1
r+2y+2z =1 6. y+z—t =
—3r+6y—3t =-1
Résoudre dans R?, en fonction du parameétre réel m, les systemes suivants :
(1+m?)z -3y =5 me+y+z =m? r+y+z =2
1. dy+3z =38 2. T+my—mz =m 3. 20+ 6y —4z =2
mz =4 r—y+mz =1 —3x — 9y + 62 m—>5

Déterminer trois réels a, b et c tels que :

2¢ + 1 a b c

Vo € RA{0,—1, -2}, x(z+1)(z+2) :E+x+1+x+2

Résoudre le systéme suivant dans R3, en fonction des parametres \ et u :

T+y+z
rT—Y+=z
20 +y + 3z
—r+2y+z

3 2
@ Montrer que I'application f : (xﬂz z) : (2z + ;Rx —3y)

Déterminer f(R?) et g(R?) ou :

RZ — R3

f: ('/1;73/) — (x_ya—$+2y75$—y)

2019-2020

) g-:

=2
=4
=\
=pu

est surjective.

R3 — R?
(x,y,2) — (e +y+z2-—2y)
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Hypokhagne B/L Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R"

2 Sous-espaces vectoriels dans R”

Dans R3, le vecteur (—6,—17,17) est-il une combinaison linéaire des vecteurs ((2,1,3), (3,5, —2)) ?

@ Déterminer si les ensembles suivants sont des espaces vectoriels ou non :

1. By ={(z+y,z—y,2y) €R3 z,y € R}

2. By ={(z,y,2) €eR® /] 2+ 2y — 32 =0}

3. B3 ={(r,y,2) €ER® Jx+y+2=0et 20 —y+2=0}
4. By = {(x,y,2) € R® / e%e¥ = 0}

5. Es ={(z,y,2) € R? / 2(2? + y?) = 0}

6. Es = {(z,y) € R? / 22 + 4% = 0}.

E

10| Montrer que la famille B = ((1,6,9), (1,4,6), (3,6,2)) est une famille génératrice de R3.

Pour les espaces vectoriels suivants, déterminer une famille génératrice :
1. A={(z —y, 2+ y,2z — 3y), =,y € R}
2. B={(x,9,2) €R® Jx =y =2}
3. C={(z,y,2,t) ER* J2r —y+22—t=0ety+2—t=0}
4. D ={(a+2b,a—b,3b,2a), a,b e R}
5. E={(z,y,2) €R? /] —z+2y=y+6zety+3z=—2x}

12| Pour chacun des espaces vectoriels suivants, trouver deux familles génératrices différentes :

E={(z,y,2) eR® /o —2y+2 =0}
F={(-2y+zy—=zy) R (y,2) e R?}

Vérifier que chacun des espaces vectoriels suivants est un plan de R? et en donner une équation cartésienne.

A = Vect((1,0,0),(0,2,0))
B = Vect((1,0,1),(2,3,0))
C = Vect((1,1,2),(0,1,—1))
D = Vect((1,-1,1), (2,1,1), (0, -3, 1))

I
oo o 2

Ecrire chacun des sous-espaces de R* suivants sous les trois formes d’écriture : soit par un systéme d’équations cartésiennes
(comme A), soit par un paramétrage (comme B), soit par une famille génératrice (comme C) :

1. A={(z,y,2,t) ER* Jz+y—2—t=0et y+2z—t=0}

2. B={(a—b+3c,c,a+b,0), a,b,ceR}

3. C' = Vect((1,2,-1,0),(0,1,3,-1))
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Hypokhagne B/L Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R"

Dans R3, on note u; = (1,—1,1) et ug = (1,1,0), v; = (1,3, —1) et v2 = (1, -5, 3).

Montrer que Vect(uy,uz) = Vect(v1, v2).

Dans R?, on note u; = (—1,1,—1) et ug = (1,2,4), v; = (3, —1,a) et vo = (2,3,b).

Déterminer a et b dans R tels que Vect(uq, ug) = Vect(vy, vz).

Dans R3, on note u = (1,3,1), v = (2,1,2) et w = (m,m + 1,3m + 2), ou m € R.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur m pour que w € Vect(u,v).

Les familles suivantes sont-elles libres ou liées ?
1. ((1,2),(3,3)) dans R2.
2. ((1,2,0),(0,2,3)) dans R3.
3. ((1,—1 0),(0,2,1),(—2,0,1)) dans R3.
4. ((2,-1,1),(1,-1,3),(-3,1,1),(1,2,3)) dans R3.
5. ((1,1,1,1) (1,2,3,4), (1,2,8,16)) dans R%,
Déterminer une base et la dimension des espaces vectoriels suivants :
1. A={(z —y+ 23z + 62, —2x + 4y), z,y,2 € R3}
2. B={(z,y,2) €ER3 / 2z =y et y =3z}
3. C={(v,y,2,t) ERY Jx+y+2+t=0}
4. D ={(z,y,2) €eR® /22 +y — 2 =0}
5 E={(z,y,2) €ER3 Jz—2=0¢et 3y — 2z =0}
6. F={(x,y,2) eR® ) —x+2y=y+6z=3z—2z}
Déterminer si la famille donnée est une famille libre / famille génératrice / base de 'espace donné :
1. ((1,0,-2,5),(7,—4,3,1),(0,1,—1,0), (1, —3,0,2)) dans R*
2. ((1,2,3),(4,5,6)) dans R?
3. ((0,0,1,0),(0,1,1,2),(2,0,0, —2)) dans R*.
4. ((1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)) dans R3.
5. ((1,2,3),(—1,2,5),(—1,10,21)) dans R3.
6. (( ) )a (27 1)a (_174)) dans Rz

1. Pour chacune des familles suivantes, montrer qu’elle est libre, et la compléter une base de E.

(a) Dans R3, F = ((1,1,0),(1,0,1))
(b) Dans R47 F= ((13 1; 717 71)7 (07 ]-a Oa 1)> (17 ]-a Oa O))

2. Pour chacune des familles suivantes, montrer qu’elle est génératrice, et en extraire une base de E.

(a) Dans R%, F = ((2,3),(1,-1),(1,2))
(b) Dans R3, F = ((1,1,1),(1,1,-1),(1,-1,2),(1,3,—4))

Dans R?, on note u = (1,2,3), v = (4,5,6) et w = (m?,2m,m), ot m € R.
1. La famille (u,v) est-elle libre ? génératrice de R3?
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2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur m pour que (u,v,w) soit une base de R3.

Dans R3, on donne : F' = Vect((0,1,1),(1,0,2)) et G = Vect((1,-2,0),(1,1,3)).
Montrer que F = G.

Soit F = {(x,y,2) €ER® J o +y+2=0} et G={(v,y,2) €R® /2 — 2y + 2 =0}.

Vérifier la formule de Grassmann.

Soit F' = {(7,9,2) €ER® / x —y — 2 =0} et G = Vect((2,1,0).

Déterminer ' N G. F et G sont-ils en somme directe ?

Soit F' = Vect((1,1,1), (—1,—1,1)) et G = Vect((0,1,1), (1,1,0)).

Déterminer FFNG. F et G sont-ils en somme directe ?

Soit F = {(2,y,2) €R® | x+y+2=0}.

Soit G = Vect((1,1,1)). Montrer que F est G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans R?.

Soit F' = Vect((—1,2,1,0),(-1,2,0,1)) et G = {(x,y, 2,t) € R* / y = —22 + t}. Déterminer une base et la dimension de
F deGet FNG.

Soit E = R3 et soit F' = Vect((0,1,1),(1,0,2)).
Trouver un vecteur x € R3 tel que F & Vect(z) = E.

Soit E = R3 et soit F' = Vect((1,2,2)).
Trouver deux vecteurs x et y de R3 tels que F @ Vect(z,y) = E.

Montrer que si (u, v, w) est une famille libre dans R™, il en est de méme pour la famille (u 4+ v, v + w, w + w).

i
Soit n > 1 et soit (uy,...,u,) une base de R™. On note pour tout i € [1,n], y; = Zul
k=1

1. Pour j € [1,n], exprimer u; comme combinaison linéaire des y;.

2. Montrer que (y1,¥2,--.,Yn) est une base de R™.

3. On suppose n = 3. Quelles sont les coordonnées du vecteur u; + us — ug dans la base (y1,¥y2,.--,yn)?

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de R™.

Montrer que F'U G est un sous-espace vectoriel de R™ si et seulement si ' C G ou G C F.

Soient A, B, C trois sous-espaces vectoriel de R" tels que R® =A@ Bet A C C.
Montrer que C =A@ (BN C).
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