Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R™

Aty =1

admet-il dans R? aucune solution ? une unique solution ?
r+y =1

Pour quelles valeurs de A € R le systeme {

une infinité de solutions ?

Soit A € R fixé.

\x + =1
(S)(:}{an)\z =
r+Ay =
<:>{)\z+y 1 L1+ Ly
r+Ay =1
C}{ (1_)\2)?] —1_ Lo+ Ly — A4
r+Ay =1
‘:’{u—»(lwy D R A
e ler cas : A = 1. Alors
(S)<:>{w+g zo —y=1-=
Ainsi |8 = {(z,1 - 2), = € R},
e 2éme cas : A\ # 1. Alors
r+Ay =1 r+Ay =1
(5)‘:’{ (L= N)(L+Ay = (1N {(1+)\)y —1
e Cas A : A= —1. Alors
T — =1
(S)<:>{ g ]
Ainsi
e Cas B : A\ # —1. Alors
(9) = 1 — 1 1+ A 1+ A 1+
Y T18a Yy =1

. 1 1
A1n51 S_{<]_-|—)\71-|—)\)} .

En conclusion :
— Si A =1, il y a une infinité de solutions.
— Si A= —1, il n’y a pas de solution.
— Si A e R\ {-1,1}, il y a une unique solution.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R"

1.
22+y+2 =5 r—y+z =1
20+ 13y — 72z =-1 <— 20 +y+2 =5 Ly L3+ Lo+ Ly
r—y+z =1 20+ 13y -7z =-1
r—y+z =1
<~ 0+3y—z =3 Lo+ Lo — 204
15y—92 =-3 L3y <+ L3 —2L,
r—y+z =1
— ¢ 0+3y—2 =3
—4z =-18 L3y <+ L3 —5L4
r =-1
=< 0+y =2
-
2
59
= —1——
s={(33)]
2.
c+3y—T7z+t =1 (z+3y—Tz+t =1
2x+2y+z+2t =0 — —4y+15z =-2 LQ(—L2—2L1
x—y—2z+t =-1 —4y+52 = -2 L3+ Lz — L,
c+Ty—4z+t =3 L dy+3z =2 Ly<+ Ly— Ly
(z+3y—Tz+t =1
-4y + 15z = -2
= 10z = Ly« Ly — Ly
L 182 =0 Ly Ly+ Lo
-1
t :17—
<~ y =3
z =0

2019-2020 Lycée du Parc 2/40



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R™

3.
z+y+z+t =11 r+y+z+t =11
21’+y+2+t =2 < r =-9 L2%L27L1
y+z+t =20
= z =-9
y+z—t =-10
2t =30
— r —=_9 Ll%Llng
y+z =-10+1¢
t =15
<z =-9
Yy =5—2z
S={(-9,5—-2,215), ze R}
4.
r+y+z =1 r+y+z =1
3m—|—2y =14 <= —y—3Z =11 Lo+ Lo — 314
T—2z =14 —y—3z =13 Ly <+ L3 —14
S§=0
5.
—r4+2y+3z2 =2 —zr+2y+3z =2
dx+5y+6z =0 <= Sx+3y+3z =-2 Lo+ Ly — 14
Tr+8y+9z =0 3x+3y+3z =0 L3+ L3— Lo
—z+2y+3z =2
<~ 20 = —2 L2<_L2_L3
r+y+z =0 Ly« 3Ls
2043z =1 z =-1
= z =-1 = z =-1
L1+ L1 —2L
y+z =1 y+z = ! ! 3
S={(-12,-1)}
6.
3r—4dy+2241t =1 3z —4dy+224t =1
y+z—t =0 <— y+z—t =0 Ls <+ Ls+ L,
-3z +6y—3t =-1 —2y+4+22—-2t=0
3r =144y —2z—1t
<:>{ y :t—Zy Ly <+ L3+ 14
(:){x =3+t—2z
y =t—=z

1
S = {(322+t,tz,z,t), z,tGR}
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R™

Résoudre dans R3, en fonction du parametre réel m, les systémes suivants :

1+m?)z—-3y =5 mr+y+z =m? r+yt+z =2
1. dy+3z =8 2. T+my—mz =m 3. 20+ 6y —4z =2
mz =4 r—y+mz =1 —3x—9y+6z =m-—5pH

(1+m?)z -3y =5
1. (9) : dy+3z =8
mz =4

e lercas:m=20

r—3y =5
(S) <= < 4y+3z =8
0 =4
S=190
e 2éme cas : m # 0
_ 1Im-—9
(1+m*)z =5+3y * — m(1+m?2)
— 2m — 3
(S) = 4y 84 32— y =
Lo m
m 4
z = —
m

S— Ilm—-9 2m-3 4
C\m(1+m?2) m Tm

mr+y+z =m
2. T+my—mz =m
r—y+mz =1

r—y+mz =1
(S)=< z+my—mz =m L+ Ls
mr+y+z =m?
r—y+mz =1
— (m+1Dy—2mz =m-—1 Ly Ly — Ly
A+m)y+(1-—m?)z =m?—m L3+ Ly —mL
r—y+mz =1
=< (m+1ly—2mz =m-—1
(1—-m2?2+2m)z =m?—-2m+1 L3+« L3 — Lo

I-m?4+2m=0<=m?-2m—-1=0<= (m=1++v2) ou (m=1-+/2).
ler cas : m =1+ 2.

r—y+mz =1
()<=« (m+1ly—2mz =m-—1
0 =2

S=10
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R™

2&me cas : m=1— /2.

3éme cas : 1 — m? +2m # 0.

Cas A : m=—1.
Alors :

Cas B : m # —1.
Alors :

2019-2020

(5) =

r—y+mz =1
(m+1y—2mz =m-1

- om*-2m+1  (m—1)?
C —m242m+1  —m2+2m+1
r—y+mz =1
2m(m — 1)?
)y =m—14+——2" 2
- (m +1)y m +—mQ—FZm—&—l
(m —1)?
s =)
-m2+2m+1
r—y+mz =1
(m—1)(m*+1)
1 =
— (m + 1)y —m2+2m+1
o (moy
C —m242m+1
r—y+mz =1
0 =2
(S)<:> (m_1)2
7z = —"t
—-m?+2m+1
S=0
3 2
r =1+y—mz r = m(—m” +m” +m +3)

(m+1)(—m2 +2m+1)

(m — 1)(m” + 1) (m'~ 1)(m? ¥ 1)

Y T Emrr2mt Dm+ 1) =<y =

—m2+2 1 1
z :—(mil)2 ( Tmt{)g_F om+1)
2 =y
m o+ 2m 1 : —m?2+4+2m+1
m(—m3 +m? +m + 3) (m—1)(m?+1) (m —1)2
(m+1)(—m2+2m+1)" (—m2+2m+1)(m+1) —m2 +2m +1
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R™

ler cas : sim # 2

2éme cas : sim = 2, alors on a

2019-2020

r+y+z =2
20+ 6y —4z =2
—3x -9y +6z =m-—>5
ztytz =2 Lo+ Ly — 2L,
dy -6z =2 Ly« Ly +3L
—6y+92z =m+1 3 3 !
T+y+z =2 1
2y -3z =-1 Lo+ §L2
—6y+92 =m+1
r+y+z =2
2y732’ =-1 L3 <+ L3+ 3L
0 =m-2
S=0
x > 52
r+y+z =2 BE D)
{ % -3z ——-1 7 __1.3,
4 2" 2
5 5 1
S:{(z_ZZ’_2+ZZ’Z>Z€R}
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R"

11 suffit simplement de choisir a, b et ¢ tels que

Ve e R\ {0,—-1,-2}, 2e+1=a(z+1)(x +2) + bx(x +2) + cx(z + 1)
autrement dit tels que :
Ve € R\ {0,—1,-2}, 22+ 1= (a+b+c)z® + (3a+2b + ¢)x + 2a

11 suffit en fait de prendre a, b, ¢ tels que :

a+b+c=0 a=1/2
3a+2b+c=2 < b=1
2a=1 c=-3/2
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R"

Soient A, i deux réels quelconques. Alors

(

TH+y+z =2
r—y+z =4
(8) = 2r+y+3z =\
| T+2y+z =
(24+y+z =2
—2y =2 Lo+ Lo — Ly
= Ytz =A—4 Ly Ly—2IL,
Jy+22 =u+2 Ly« Ly+ L4
r =3—2z r =8-—A
y =-1 y =-1
= z =A-=5 = z =A-=5
L 2z :/L+5 0 :/1,—2)\4-15 L4<—L4—2L3

ler cas : pu — 2A + 15 # 0. Alors, le systéme n’admet pas de solution.
S=10
2éme cas : i — 2A + 15 = 0. Alors, le systeme admet une unique solution :

S={(8—A-1,A-5)}
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R™

RB

(6] Montrer que 'application f : (2,9, 2)
' Yy

N
—

2z +y,z — 3y)

R2 ..
est surjective.

Nous devons montrer que pour tout élément (a,b) € R? (espace d’arrivée), il existe (z,y, z) € R? tel que

2z 4+ y,z — 3y) = (a,b).

Soit (a,b) € R? quelconque. Il nous faut montrer que

le systéme suivant, d’inconnue (z,y, z) € R? admet au moins une

solution :
22+y =a
z—3y =b
Par la méthode du Pivot de Gauss, on a donc :
20 +y =a
(8) = { r—3y =b
20 4+y =a
ﬁé{ Ty =% —a Lyt 2Ls— L,
3a+b
T=—
= a—2b
Y= z
Ainsi, le systéme admet comme ensemble de solutions :
3a+b a—2b
SZ{( a7—|— ,a - ,z),zER}

Donc en particulier, le systeme admet bien au moins une solution.
Ainsi, tout élément (a,b) € R? admet au moins un antécédent par I'application f dans R?. Ainsi, f est surjective.

2019-2020
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R™

Déterminer f(R?) et g(R?) ot :

RZ — R3 . R3 — R2
(€,y) — @-y,—z+2y52-y)° I (x,y2) — Qety+zz—2)

f(RQ) = {(a,b,c) eR’ / E(x,y) € R’ / f(x,y) = (a7b7c)}
= {(a,b,c) eR? / Iz,y) ER? / (x —y,—x + 2y, 5z —y) = (a,b,c)}

Ainsi, f(R?) est 'ensemble des triplets (a,b, c) € R? tels que le systéme suivant admette au moins une solution :

rT—y =a
(S)<=<{ —xz+2y =0
Sr —y =
Par la méthode du pivot de Gauss
rT—Yy =a
(S)<:> Yy =a-+b Lo <+ Lo+ L4
4y =c—ba Ly« L3 —5I14
r =2a+Db

= y =a+b
0 =c—9a—4b

On en déduit que le systéme admet une solution si et seulement si 9a + 4b — ¢ = 0.
Il s’agit d’'une équation a trois inconnues, qui admet une infinité de solutions :

S ={(a,b,9a + 4b), a,b € R}

Récapitulons :
(a,b,c) € f(R?) <= Le systeme (S) admet au moins une solution
< 9%a+4b—c=0
< (a,b,c) € {(a,b,9a + 4b), a,b € R}
Donc

f(R?) = {(a,b,9a + 4b), a,b € R}

9(R®) = {(a,b) € R? / 3(z,y.2) € R® / f(z,y,2) = (a,b)}
={(a,b) €R* / (z,y,2) ER® / 2z +y+z,2—2y) = (a,b)}

Ainsi, g(R3) est I'ensemble des couples (a,b) € R? tels que le systeéme suivant admette au moins une solution :

2e4+y+2z =a
(S):){ r—2y =5b

Si on ordonne les variables de cette fagon (z, y, ), on a un systeme échelonné, on détermine facilement ses solutions :

{z+y+2x =aq {z =a—2b—5y

(9) = r—2y =b x =b+2

Ainsi, Pensemble des solutions de (5) est {(b+ 2y, y,a—2b—5y),y € R}. Ainsi, il y a toujours des solutions (méme
une infinité), ceci quels que soient a et b. Donc ¢ est surjective,

g9(R?) = R?
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R™

Dans R3, le vecteur (—6,—17,17) est-il une combinaison linéaire des vecteurs ((2,1,3), (3,5, —2)) ?

On cherche s’il existe a,b € R tels que

On a donc :

—6 2 3
=17 | =a| 1 | +0b 5
17 3 —2
3 —6 2a + 3b
+b 5 — | -17 | = a+ 5b
—2 17 3a —2b
a+5 =-17
<~ < 2a+3 =-6
3a—2b =17
a+5 =-—17
< —7b =28 Lo« Ly —214
—17b =4 x17 Ly« L3 —3L,
< a=3
b=-4
—6 2 3
—-17 =3 1 —4 5
17 3 —2

On a donc : (—6,—17,17) € Vect<(2, 1,3), (3,5, —2))

2019-2020
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R™

@ Déterminer si les ensembles suivants sont des espaces vectoriels ou non :

Es = {(z,y,2) € R / 2(a® +y*) = 0}
6 ={(z,y) €R?* / 2® +y* = 0}.

1. By ={(z+y,z—y,2y) €R3 2,y € R}

2. By ={(z,y,2) €R® / x+ 2y — 32 =0}

3. Bz ={(z,y, )GRB/x+y+z:0et2x—y+z:0}
4 Bi={(z,9,2) R [ e%e¥ =0}

5. (

6. (

=

1. 1lére méthode.

o [/ C R3
e Le vecteur nul 0 = (0,0,0) appartient & E; (il suffit de choisir z = y = 0), donc en particulier E; # 0.
e Soit U = (r+y,z—y,2y) € Ey (avec z,y € R)
Soit ¥ = (¢/ + 4,2’ —y,2y) € F (avec 2,y € R)
Soit A € R. A-t-on encore A\ + v € E;? On a :
M+ = Ne+y,2—y,29) + (@ +y,2 — ', 2)
=AMz +y)+ @ +y), Mz —y) + (@' —y), A2y +2¢)
= (A2 +2")+ Ay +y), Az +2') = Ay +y), 20 +y')) € By

L’ensemble E; est donc stable par combinaison linéaire.

On a donc montré que E; est un sous-espace vectoriel de R3, donc c’est un espace vectoriel.

2éme méthode :
El = {(CC + Yy, r -y, 2y)7 T,y € R} = {I(l, 170) + y(la 7172)7 z,y € R} = VECt((17 170)7 (17 71a2))

donc FE; apparait directement comme un sous-espace vectoriel de R, (celui engendré par (1,1,0) et (1,-1,2)),
donc c’est un espace vectoriel.

2. lére méthode.

o [y C R3
e Le vecteur nul 6) = (0,0,0) appartient & Fy puisque 0+ 2.0 — 3.0 = 0, donc en particulier Fy # (.
. Soitﬁz(x,y,z) €Fy:onmax+2y—32=0
Soit ¥ = (a/,y,2') € By :onaa’ +2y —32 =0
Soit A € R. A-t-on encore N7 + U € E2? Ona: AU + 0 = Nz, y,2) + (2,4, ) = A\e 42", \y+ 1/, Az + 2/).
De plus :
Az +2)+200y+v) —3Az+2) =Xz +2y—32)+ (2’ +2¢ —32") =0+ 0=0

donc E5 est stable par combinaison linéaire.
On a donc montré que Ey est un sous-espace vectoriel de R3, donc c’est un espace vectoriel.

2éme méthode :

By = {(x,y,2) €R3 / 2+ 2y — 32 =0}
={(2,y,2) €ER® / v = —2y + 32}
={(-2y+3z,9,2), y,z € R}
{y(—2,1,0) + 2(3,0,1), y,z € R}
= Vect((-2,1,0),(3,0,1))
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R™

donc Fy apparait directement comme un sous-espace vectoriel de R?, (celui engendré par (—2,1,0) et (3,0,1)) donc

c’est un espace vectoriel.

3. lére méthode.

o EgCR3

e Le vecteur nul O = (0,0,0) appartient & F3 puisque 0+0+0 = 0 et 2.0 — 0+ 0 = 0, donc en particulier F5 # (.

e Soit ¥ = (r,y,2) € Es:onaz+y+z=0et 20 —y+2=0
Soit ¥ = (/,y,2')€Fs:onaa 4y +2 =0et 22 —y +2' =0

Soit A € R. A-t-on encore AU + ¥ € F3? Ona: AU + ¥ = Az, y,2) + (z/, ¢/, 7)) = N+ 2", Ay +y/, Az + 2).

De plus :
A +2)+ My +y)+ N2 +2)=XNoe+y+2)+ @ +y +2)=0+0=0

et
20+ 2) - My +y)+ N +2)=A2r—y+2)+ 22—y +2)=0+0=0

donc Ej3 est stable par combinaison linéaire.
On a donc montré que E5 est un sous-espace vectoriel de R3, donc c’est un espace vectoriel.

2éme méthode :

By ={(z,y,2) €eR® Jx+y+z=0¢et 2z —y+2z =0}
. 3 r+y=-—=z
{a:y, ER/{2x—y:—z}
_ 3 rT+y=—z
—{xy, JER /{3x:—22 }
y=—1
= (z,y,2) ER®/ _%
ZZ?Z

{(—3;—;4z>,zeR}::{ézpa,—La}::Vaja—z—L3n

donc Es5 apparait directement comme un sous-espace vectoriel de R3, donc c’est un espace vectoriel.

4. E, n’est pas un espace vectoriel puisqu’il est vide (et il ne contient donc pas le vecteur nul (0,0, 0)).

5. Es n’est pas un espace vectoriel car il n’est pas stable par combinaison linéaire.
Par exemple, (0,0,1) € Es, (1,1,0) € Es5, mais leur somme (1, 1,1) n’appartient pas & Es.

6. Eg = {(0,0)}, c’est bien un sous-espace vectoriel de R?.

2019-2020 Lycée du Parc

13/40



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R™

Montrer que la famille B = ((1,6,9), (1,4,6), (3,6,2)) est une famille génératrice de R>.

Il s’agit de montrer ici que :
R* = Vect((1,6,9), (1,4,6), (3,6,2))

i.e. que tout vecteur de R? s’écrit comme une combinaison linéaire de (1,6,9), de (1,4,6) et (3,6,2).
Prenons (a, b, c) € R3. On cherche trois réels z,y, z tels que :

(a,b,¢) = x(1,6,9) + y(1,4,6) + 2(3,6,2)
—(a,b,¢c) = (x +y+ 32,62 + 4y + 62,9z + 6y + 22)
r+y+3z=a
= b6r+4y+6z=0
9r 4+ 6y + 2z =c
r+y+3z=a
< —2y—12z:b—6a Lo <> Lo —6Lq
—3y—25z2=c—9a L3+ Ls—9L,
r+y+3z=a
< 72]/712,2:{)760, Lo <> Lo —6Lq
—14z =2(c—9a) —3(b—6a) Lg <> 2L3— 3L

On a un systéme de Cramer, qui admet donc au moins une solution (en réalité, une seule!). Le systéme étant compatible,
la famille B est bien génératrice de R3.

2019-2020 Lycée du Parc 14/40



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R"

1. A=Vect((1,1,2),(-1,1,-3))
2. B=Vect((1,1,1))

2z —y+2z—-t=0 x=—%z+t
{ y+z—t=0 ‘:’{yz—zﬂ

C= {(—;z-l—t,—z—%t,z,t) , 25t ER} = Vect ((_73,—1,1,0) ,(1,1,0,1))

4. D =Vect((1,1,0,2), (2,—1,3,0)).

Ainsi :

—r+2y=y+62 — z—y+62=0 r—y+6z2=0 T =-3z
y+3z=—-2z 20 +y+32=0 3y—92=0 Yy =3z

Ainsi :
E ={(-32,32,2), z € R} = Vect((-3,3,1))
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R™

Pour chacun des espaces vectoriels suivants, trouver deux familles génératrices différentes :

1. E={(z,y,2) €eR® /2 -2y + 2 =0}
2. F={(-2y+zy—2y) R’ (y,2) €R?*}

1. On peut écrire :
E={(z,y,2) €R® oz =2y — 2z} ={(2y — 2,4, 2),y,2 € R} = Vect((2,1,0),(~1,0,1))
mais aussi :
E={(x,y,2) € R/ z=—x+ 2y} ={(z,y,—z +2y),z,y € R} = Vect((l,(), —1), (0, 1,2))

2. On a:
F = Vect((-2,1,1), (1,—1,0))

mais on peut par exemple changer (1, —1,0) pour (1,—1,0) 4+ (-2,1,1) = (—1,0,1) dans la famille génératrice, on
a donc :
F =Vect((-2,1,1), (-1,0,1))
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R™

3| Vérifier que chacun des espaces vectoriels suivants est un plan de R? et en donner une équation cartésienne.

A = Vect((1,0,0),(0,2,0))

B = Vect((1,0,1), (2,3,0))

C = Vect((1,1,2),(0,1,—1))

D = Vect((1,-1,1),(2,1,1),(0,-3,1))

H
= 8N =

1. A est engendré par deux vecteurs non colinéaires, donc on a bien dim(A) =2 : A est un plan. De plus,

(2,y,2) € A<= FJa,beR / (z,y,2) = a(1,0,0) + b(0,2,0),

a =2
<~ Ja,beR /< 2=y
0=z

< 2=0

Ainsi :
A={(@y,2) €R® ] 2 =0}

2. B est engendré par deux vecteurs non colinéaires, donc on a bien dim(B) =2 : B est un plan. De plus,

(z,y,2) € B<= 3\ peR / (z,y,2) = A(1,0,1) + p(2,3,0)

A4+2u==x
— I\ peR/ 3u=vy

A=z
<:>z+2%:

= 3r—-2y—32=0
Ainsi :
B={(z,y,2) €R® /32 — 2y — 32 = 0}

3. C est engendré par deux vecteurs non colinéaires, donc on a bien dim(C') =2 : C est un plan. De plus,

a==x
—3Jo,feR/ a+f=y
20— B =z
a=zx
<~ Ja, R/ b=y—=x
20— (y—x) =2

= 3xr—-—y—2=0

Ainsi :
C={(z,y,2) €R® /32—y —2=0}
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4. D est engendré a priori par trois vecteurs, mais (0,—3,1) = 2(1,—-1,1) — (2,1, 1), donc en réalité :
D = Veet((1,-1,1),(2,1,1))
Ainsi, D est engendré par deux vecteurs non colinéaires, donc on a bien dim(D) =2 : D est un plan. De plus,

(,y,2) e D<= I\ ueR / (x,y,2) = a(l,—-1,1) + 5(2,1,1)

a+28==x

<~ Jda,€R/ —a+f=y
a+B=z

a+28==x

<~ Jda,€R/ 3B=y+=z
—fB=z—x

—= 3z-—zr)=yt+r<=2r—-y—32=0
Ainsi :

D ={(z,y,2) €R® / 22 —y — 32 = 0}
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Ecrire chacun des sous-espaces de R* suivants sous les trois formes d’écriture : soit par un systeme d’équations
cartésiennes (comme A), soit par un paramétrage (comme B), soit par une famille génératrice (comme C') :
1. A={(z,y,2,t) ER* Jz+y—2—t=0et y+2—t=0}
2. B={(a—b+3c,c,a—0,0), a,b,c € R}
3. C = Vect((1,2,-1,0),(0,1,3,—1))

1.
A:‘{(I7y7z,t)€R4/ac—i—y—z—t:Oet y—&—z—t:O}‘
T =2z
{($7yvzvt)/ { t:y+2’ }
=[{229,2,y+2), v,z €R}|
=|Vect((0,1,0,1), (2,0,1,1))
2.
B:‘{(a—b+3c,c,a—b,0), a,b,ceR}‘
= VECt((l,O,LO), (_1707_110)7 (3717070))
et
a—b+3c==x
(z,y,2,t) € B<=Ja,b,ccR / Zig_z —t=0
0=t
donc :
B=|{(r.y.21) eR* [ t =0}
3.
C = | Veet((1,2,-1,0),(0,1,3,-1))]
={(a,2a+b,—a +3b,~b), a,b € R}]
et
a=x a=ux
20+b=y b=y — 2z Tr—3y+2=0
(z,y,2,t) € C <= Ja,be R/ a4 3h— 2 <~ Ja,be R/ 43y — 20) = 2 { % —y—t=0

b=t —(y—2z)=t

Ainsi :

C= {(z,y,z,t)ER4/7x73y+z:Oet 2x—y7t:0}
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Dans R, on note u; = (1,—1,1) et up = (1,1,0), v1 = (1,3, —1) et vo = (1,-5,3).
= Vect(v1, v2).

Montrer que Vect(uy, us)

A priori, puisqu’on veut démontrer que deux ensembles sont égaux, la méthode de base est la suivante : on fait une double

inclusion :

e Montrons que Vect(lﬁ,@) C Vect(ﬁ, @)

On au = (1,

1 1
~1,1) = 5(1,3,~1) + 5(1,-5,3), donc :

u e Vect(v—1>,v—2>)

3 1
Ona wh = (1,1,0) = 4( ,3,71)+Z(1,75,3), donc :

Or, Vect(sz, 172) est un sous-espace vectoriel, donc toute combinaison linéaire de 17{ et de 175 doit encore étre dans
v3).

Vect(vl ,
Ainsi :

Vect(ui,us) C Vect(vf,v3)
uz)

e Montrons que Vect(v_>1, v_%) - Vect(le), uj).

Onauw =(1,3,—

1) =—(1,-1,1) + 2(1,1,0), donc :

Ona v = (1,-5,3) = 3(1,—1,1) — 2(1,1,0), donc :

Or, Vect(ﬁ> , 2) est un sous-espace vectoriel, donc toute combinaison linéaire de 17{ et de @ doit encore étre dans

1
Vect(ui,u).
Ainsi :

Vect(v_f, v_2>) C Vect(zﬁ7 175)

Finalement, on a donc Vect(ui,u3) = Vect(v1,03).

2éme méthode :

a+b=x a=z
(z,y,2) € Vect(uy,ug) <= Ja,be R / —a+b=y <= da,beR/ b=xz—=z2 —x—y—22=0
0= )@=y
et
a+b==x b=z+=z
(z,y,2) € Vect(v1,v2) <= FJa,beR/ ¢ 3a—5bb=y <= 3Ja,beR/ 4da=3z—=z = zr—y—2z=0
—a+3b=z 3Bz —2) —5(z+2) =4y
Donc :

Vect(ug,us) = {(x,y,2) €ER® / 2 —y — 22 =0} = Vect(vy,v)

3éme méthode : (encore plus rapide) : cf exercice 23 en utilisant les dimensions.

2019-2020
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Dans R, on note u; = (—1,1,—1) et up = (1,2,4), v; = (3, —1,a) et vy = (2,3,b).

Déterminer a et b dans R tels que Vect(uy,us) = Vect(vy, vz).

r=—a+b
(z,y,2) € Vect(ur,ug) << y=a+2b avec a,bE R<=2r+y—2=0
z=—a+4b

Ainsi :
Vect(uy,u2) = {(z,y,2) €ER / 2z +y— 2 =0}

Pour que v; € Vect(uy,uz), on doit imposer que 2(3) + (—1) — (a) =0 <= a =5
Pour que vs € Vect(u1,uz), on doit imposer que 2(2) 4+ (3) — (b)) =0<«=b=1T.
Dong, si a et b vérifient Vect(ur,uz) = Vect(vy,vs), on n’a qu'une seule possibilité : a =5 et b= 7.

Réciproquement, si on pose a = 5 et b = 7, alors on vérifie qu’on a bien également :

Vect(v1,v2) = Vect ((3,-1,5),(2,3,7)) = {(x,y,2) € R / 20+ y — 2 =0} = Vect(uz, uz)
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Dans R?, on note u = (1,3,1), v = (2,1,2) et w = (m,m + 1,3m + 2), ot m € R.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur m pour que w € Vect(u, v).

w € Vect(u,v) < Ja,b e R / w=au+bv

m 1 2
<~ dJa,be R/ m+1 =al|l 3 |+0b| 1
3m + 2 1 2

m=a-+2b

<= Jda,beR/ ¢ m+1=3a+0
3m+2=a+2b

a+2b=m
<~ Ja,be R/ —5b=-2m+1
0=2m+2

—2m+2=0
<— m=-1
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Les familles suivantes sont-elles libres ou liées ?
1. ((1,2),(3,3)) dans R?.
2. ((1,2,0),(0,2,3)) dans R3.
3. ((1,-1,0),(0,2,1),(—2,0,1)) dans R3.
4. ((2,-1,1),(1,-1,3),(-3,1,1),(1,2,3)) dans R3.
5. ((1,1,1,1),(1,2,3,4),(1,2,8,16)) dans R*.

1. Dans R2, ( ; ) et ( g ) sont non colinéaires, donc la famille ((1,2), (3,3)) est libre.
1

2. Dans R3, 2

0

0
et | 2 | sont non colinéaires, donc la famille ((1,2,0), (0,2, 3)) est libre.
3
3. Pour a, b, ¢ trois réels, on

a :

1 0 —2 0 a—2c=0 a=2c
al -1 | +b| 2 | +c¢ 0 = 0 <~ —a+20=0 <— a=2b <= a=b=c=0
0 1 1 0 b+c=0 a=0

Donc la famille ((1,—1,0),(0,2,1),(—2,0,1)) est libre dans R3.
4. L’espace vectoriel R? est de dimension 3, donc toute famille d’au moins 4 vecteurs est nécessairement liée.

La famille ((2,—1,1),(1,-1,3),(-3,1,1),(1,2,3)) est donc liée dans R3.
On peut par exemple trouver que :

1 2 -3
-1 | =2 -1 | + 1
3 1 1
5. Pour a, b, c réels, on a :
1 1 1 0 a+b+c=0
1 2 2 | o a+2b+2c=0 .
al +b 3 +c 8 = o — 4+ 3b+8¢—0 a=b=c=0
1 4 16 0 a+4b+16c=0

donc la famille ((1,1,1,1),(1,2,3,4),(1,2,8,16)) est libre dans R*.
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Iil
> oe w9

Déterminer une base et la dimension des espaces vectoriels suivants :
A={(x —y+ 2,3z +62,—22 + 4y), =,y,z € R?}

B={(z,y,2) eR® / 2zx =y et y = 32}
C={(z,y,2,t) ER* Jz+y+2+t=0}

D={(z,y,2) €ER3 /22 +y — 2 =0}

E={(z,y,2) ER® /x—2=0c¢t 3y — 2 =0}

F={(x,9,2) €eR® ) —x+2y=y+62z=32—2z}

.C= y ,x,y,2 € R 3 = Vect

r—y—+z 1 —1 1
1. A= 3r+ 62 ,T,y, 2z € R » =Vect 3 , 0 ,1 6
—2x +4y -2 4 0
1 1 -1 1 -1
Or, 6 | =2 3 — 0 ,donc : A =Vect 3 , 0
0 -2 4 -2 4
La famille ( (1,3,—2),(—1,0,4) ] est libre (deux vecteurs non colinéaires), c’est donc une base de A, et donc
dim(A) =2/
y/2 1/2 3
. B= Y , Y€ R » =Vect 1 = Vect 6
y/3 1/3 2

La famille ((37 6, 2)> est libre (le vecteur est non nul), c’est donc une base de B, et donc |dim(B) =1 |

x 1 0 0

0 1 0
z 0 0 1
—r—Yy—z -1 -1 -1

La famille génératrice proposée est clairement libre (aucun vecteur n’est combinaison linéaire des autres), c’est donc

une base de C, et donc | dim(C) = 3 |.

z 1 0
. D= Y ,o,y € R 3 = Vect 0|, 1
2z 4y 2 1

La famille ((1, 0,2), (0,1, 1)) est libre (deux vecteurs non colinéaires), ¢’est donc une base de D, et donc|dim(D) = 2|.

3y 3
. E= Y Yy ER S =Vect 1
3y 3

La famille ((37 1, 3)) est libre (le vecteur est non nul), c’est donc une base de F, et donc |dim(E) =1|.

-3z -3

. F= 3z ,2€R 3y =Vect 3 , donc ((—3,3,1)) base de F et |dim(F) =1

z 1

2019-2020 Lycée du Parc 24/40



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R™

Déterminer si la famille donnée est une famille libre / famille génératrice / base de ’espace donné :

e oo 89 e =

(
(
(
(
(
(

(1,
(1
(
(
(
(1

1,0,-2,5),(7,-4,3,1),(0,1,—-1,0), (1,—3,0,2)) dans R*

001
1,2,3),
1,2,3

,2,3),(4,5,6)) dans R?
0),(0,1,1,2),(2,0,0,—2)) dans R*.

(2,3,1),(3,1,2)) dans R3.

,2,3), (=1,2,5), (~1,10,21)) dans R3.

,2),(2,1),(=1,4)) dans R?

. On sait que dim(R*) = 4.

La famille comportant exactement 4 éléments, elle peut étre libre / génératrice / base, I'un impliquant tous les
autres.
Soient a, b, c,d € R tels que :

a(1,0,—2,5) 4+ b(7,—4,3,1) + ¢(0,1,—-1,0) + d(1, —3,0,2) = (0,0,0,0)

Alors :
a+7+d=0
—4b+¢—3d=0 L
2a+3b—c=0 = a=b=c=d=0
S5a+b+2d=0

Donc la famille est libre, et de cardinal 4 dans R*, donc c’est une base de R* (elle est donc aussi génératrice).

R? est de dimension 3. La famille ((1,2,3), (4,5,6)) est clairement libre (deux vecteurs non colinéaires), mais n’est
pas génératrice (il n’y a pas assez de vecteurs, il faudrait au moins 3 vecteurs puisqu’on est en dimension 3).

R* est de dimension 4. La famille proposée n’est pas génératrice, car pas assez de vecteurs.
Elle est libre car :
¢ ((0,0,1,0),(0,1,1,2)) est libre (deux vecteurs non colinéaires).
e (2,0,0,—2) n’est pas combinaison linéaire de (0,0, 1,0) et (0,1,1,2) (cf premiére coordonnée).

R3? est de dimension 3 et la famille proposée comporte trois vecteurs. Tout est possible.

a+2b+3c=0
a(1,2,3) +b(2,3,1) +¢(3,1,2) = (0,0,0) <= < 2a+3b+c=0 < a=b=c=0
3a+b+2c=0

donc la famille est libre, de cardinal 3 dans R3, c’est donc une base de R3 (et elle est donc génératrice aussi)
(—=1,10,21) = 2(1,2,3) + 3(—1,2,5), donc la famille est liée dans R3.

Ainsi, Vect((1,2,3),(—1,2,5),(—1,10,21)) = Vect((1,2,3),(-1,2,5)) # R3, donc la famille n’est pas génératrice
de R3.

dim(R?) = 2, donc la famille comportant 3 vecteurs, elle est nécessairement liée.

Les deux premiers vecteurs ((1,2),(2,1)) forment une famille libre (car non colinéaires), de cardinal 2, donc c’est
une base de R2, donc la famille ((1,2),(2,1)) est génératrice de R?, donc la famille ((1,2),(2,1),(—1,4)) est, elle
aussi, génératrice de R2.
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1. Pour chacune des familles suivantes, montrer qu’elle est libre, et la compléter une base de E.
(a) Dans R3, F = ((1,1,0),(1,0,1))
(b) Dans R*, F = ((1,1,-1,-1),(0,1,0,1),(1,1,0,0))
2. Pour chacune des familles suivantes, montrer qu’elle est génératrice, et en extraire une base de E.
(a) Dans R?, F = ((2,3), (1,-1),(1,2))
(b) Dans R3, F = ((1,1,1),(1,1,-1),(1,-1,2),(1,3,—4))

1.(a) F=((1,1,0),(1,0,1)) est libre, puisque les deux vecteurs sont non colinéaires.
Pour compléter la famille libre en une base, il suffit de prendre un vecteur qui ne soit pas combinaison linéaire
de (1,1,0) et (1,0,1).
Par exemple (0,0, 1) convient :

a+b=0
(0,0,1) = a(1,1,0) + b(1,0,1) <= < a=0 : impossible
b=1

Ainsi, la famille B = <(1, 1,0),(1,0,1), (0,0, 1)) est libre, de cardinal 3, dans R qui est de dimension 3, c’est

une base de R3.

(b) F = ((1,1,-1,-1),(0,1,0,1),(1,1,0,0)) est libre car les deux derniers ne sont pas colinéaires, et le premier
n’est pas combinaison linéaire des deux derniers (cf 3¢éme coordonnée).
Pour compléter la famille libre en une base, il suffit de prendre un vecteur qui ne soit pas combinaison linéaire
des trois vecteurs.
Par exemple (1,0,0,0) convient :

a+c= a=20
(1,0,0,0) = a(1, 1, —1,—1) + b(0,1,0,1) + ¢(1, 1,0,0) <= ‘::i*czo — 22(1) . impossible
—a+b=0 1=0

Ainsi, la famille B = <(17 1,-1,-1),(0,1,0,1),(1,1,0,0), (1,0,0,0)) est libre et de cardinal 4, c’est une base
de R*.

2. (a) Pour tout vecteur (a,b) de R?, on peut trouver z,y,z € R tels que :

a '\ _ 2 1 1 a=2xr+y+z
(b)_x<3>+y( -1 )“(2)‘:’{ b=3x—y+2

(le systeme contient deux équations (non incompatibles) avec trois inconnues, donc il y a toujours une infinité
de solutions).
La famille est donc bien génératrice de R2.

Par exemple, ((2,3), (1, —1)) est une famille extraite de F, qui est libre (non-colinéaires) et de cardinal 2, donc
c’est une base de R%.
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(b) Pour tout vecteur (a,b,c) de R3, on peut trouver x,vy,2,t € R tels que :

a 1 1 1 1
b | =2 1 | +y[ 1 |+c| -1 |+4| 3
c 1 -1 2 —4

a=x+y+z+t
= b=x4+y—z+3t
c=z—y+2z—4t
z +y 4z +t =a
= -2y 4z =5t =c—a
-2z 42t =b—a

Le systéme est triangulaire, avec plus d’inconnues que d’équations, donc admet toujours une infinité de solutions.
La famille est donc bien génératrice de R3.

Prenons par exemple B = (u,v,w) avec v = (1,1,1), v = (1,1, -1), w = (1, -1, 2), famille extraite de F.
(u,v) est libre (car non colinéaires), et w & Vect(u,v) (& cause des deux premieres coordonnées), donc (u, v, w)
est libre, et de cardinal 3, c’est donc une base de R3.
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@ Dans R?, on note u = (1,2,3), v = (4,5,6) et w = (m?,2m,m), o m € R.

1. La famille (u,v) est-elle libre ? génératrice de R??

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur m pour que (u,v,w) soit une base de R3.

1. (u,v) est libre car u et v ne sont pas colinéaires.

(u,v) nest pas génératrice de R puisqu’elle ne comporte pas assez de vecteurs (il en faudrait au moins 3 pour

engendrer R3).

2. Puisque la famille (u,v,w) est de cardinal 3, on a :

Or, a l'inverse :

(u,v,w) base de R® <= (u, v, w) libre

<= w n’est pas combinaison linéaire de u et v

w est combinaison linéaire de u et v <= Ja, b€ R / w=au+bv

m? 1 4
<~ da,beR/ | 2m | =al| 2 | +b| 5
m 3 6
a+ 4b = m?
< Jda,beR/ 2a +5b=2m
3a+6b=m
a+ 4b = m?
< Jda,beR/ —3b = 2m — 2m?

—6b =m — 3m?
< 2(2m — 2m?) = m — 3m?
—m?—3m=0
<< m=0oum=3

Ainsi, si m =0 ou m = 3, la famille (u, v, w) est liée.
(Si m =0, c’est évident. Si m = 3, alors on aurait (9,6,3) = —7(1,2,3) + 4(4,5,6)).
Si m ¢ {0,3}, la famille (u,v,w) est libre, donc c’est une base de R?

2019-2020
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Dans R3, on donne : F' = Vect((0,1,1),(1,0,2)) et G = Vect((1,-2,0),(1,1,3)).
Montrer que F = G.

Remarquons que dim(F') = dim(G) = 2 puisque ce sont des plans (engendrés chacun par deux vecteurs non colinéaires).

0 1 T
F=Vect 11, 0 = y /2c+y—2=0
1 2 z
Remarquons & présent simplement que (1, —2,0) € F (puisqu’il vérifie I’équation 2z +y — 2 =0

Et également (1,1,3) € F (puisqu’on a aussi 2z +y — z = 0).
Donc, F' étant stable par combinaison linéaire :

G =Vect((1,-2,0),(1,1,3)) C F

Finalement G C F, avec dim(G) = dim(F’), donc G = F.
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Soit F = {(z,9,2) ER3 Jz+y+2=0} et G={(z,9,2) ER3 / 2 — 2y + 2 =0}.

Vérifier la formule de Grassmann.

e F et G sont deux hyperplans dans R?, donc de dimension 2 chacun.
Plus précisément, on peut montrer par exemple que :

-1 -1

F =Vect 1 , 0 et G =Vect 1],

e Déterminons F'NG.

0 1 0

On voit déja que (—1,0,1) € FNG, donc dim(FNG) > 1.
Et on sait par ailleurs que F NG C F' (et FNG C G), donc on a dim(F NG) < 2.

Si on avait dim(F N G) = 2, on aurait F NG C F avec dim(F N G) = dim(F), donc F NG = F, et de méme

FNG=G,donc F =G. Or, c’est absurde, par exemple (—1,1,0) € F mais (—1,1,0) € G.

Donc F NG est de dimension 1, et on a donc nécessairement :

e Déterminons F' + G.

Ona FC(F+G)CR?3 (et G C (F+G)CR?), donc nécessairement 2 < dim(F + G) < 3.

-1
FNG="Vect 0
1

Si on avait dim(F + G) = 2, on aurait nécessairement F' = F 4+ G et G = F + G, donc F = G, ce qui est absurde.

Donc nécessairement dim(F + G) = 3, avec F' + G C R3, donc F + G = R? tout entier.

e Finalement :

on a bien :

2019-2020
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dim(F) =dim(G) =2, dim(F+G)=3, dm(FNG)=1
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Soit F = {(z,y,2) ER3 / & —y — 2z =0} et G = Vect((2,1,0).

Déterminer F' N G. F et G sont-ils en somme directe ?

F est un hyperplan dans R?, donc dim(F) = 2.
Et clairement dim(G) = 1.
On sait que (FNG) C G, donc nécessairement 0 < dim(F N G) < dim(G) = 1.

Si on avait dim(F N G) = 1, alors on aurait ' NG = G (puisque F NG C G, et dim(F N G) = dim(G)).

Mais alors on aurait G C F.
Or, le vecteur (2,1,0) € G, mais (2,1,0) ¢ F, on ne peut donc pas avoir G C F'!

FNG={0gs}

Donc nécessairement dim(F NG) = 0, et donc :

Ainsi, F et G sont en somme directe.

2019-2020 Lycée du Parc 31/40



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 8 - L’espace vectoriel R™

[26] Soit F = Vect((1,1,1), (~1,~1,1)) et G = Vect((0,1,1), (1,1,0)).

Déterminer F' N G. F et G sont-ils en somme directe ?

Remarquons directement que F' et G ne peuvent pas étre en somme directe! S’ils 'étaient, on aurait :

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) =4
————
=0

Or, F + G C R3 donce dim(F + G) < 3 : contradiction.

Ainsi, F NG est de dimension au moins 1.

Ici, le plus simple est d’écrire les plans F' et G sous forme cartésienne pour trouver F' N G.

1 -1 T
F=Vect 1], -1 = y Jr—y=0
1 1 z

et

s}
—
8

Jr—y+2=0

—
I
<

G =Vect 1],

—_
o
I

)
=

x
_ r—-y=0 _
FnG= Y / r—y+2=0 /x e€R Y =Vect

z

8

Donc : )
_ ) 1

o

Donc on a bien FFNG # {0} et F et G ne sont pas en somme directe.
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Soit F = {(z,y,2) ER3 / z +y+ 2z =0}.

Soit G' = Vect((1,1,1)). Montrer que F est G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans R3.

Puisque dim(G) = 1, FNG est de dimension 0 ou 1 (soit FNG = {0}, soit FNG = G) Or, (1,1,1) € G, mais (1,1,1) € F,

donc FNG # G

Les ensembles F' et G sont donc en somme directe.

De plus, on a F = Vect((1,0,—-1),(0,1,—1)), donc dim(F) = 2. On a donc :
dim(F) 4+ dim(G) = 2 + 1 = 3 = dim(R?)

donc F + G C R3 et dim(F + G) = dim(R?), donc :
F+G=R

FoG=R?

Finalement, on a donc montré que :

F et G sont donc supplémentaires dans R3.
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Soit F = Vect((—1,2,1,0),(~1,2,0,1)) et G = {(z,y,2,t) € R* / y = —22 + t}. Déterminer une base et la
dimension de F, de G et FNG.

F est de dimension 2, la famille génératrice proposée étant déja libre (deux vecteurs non colinéaires), c’est une base.
G est un hyperplan de R*, donc dim(G) = 3, et on a :

x 1 0 0

B 22+t B 0 —2 1
G= . ,x,z,t e R » =Vect E 1 , 0
t 0 0 1

ce qui fournit une base de G.

FNGCF,doncdim(FNG) < 2.

Si dim(FNG) =2, on aurait FNG = F, donc F' C G ce qui faux (par exemple (—1,2,1,0) € F mais (—1,2,1,0) € G).
Si dim(F N G) = 0, on aurait avec Grassmann que dim(F + G) = 5 ce qui est absurde, F + G C R*!

Donc nécessairement dim(F NG) = 1.

Soit u € F:u=a(-1,2,1,0) + b(-1,2,0,1) = (—a — b, 2a + 2b, a,b). Alors :

u€ G <= (2a+2b) =—2(a)+ (b) <= 4a+b=0<+= b= —4a < u = (3a, —6a,a, —4a)

3a 3

FNG = ~6a , a €R» =Vect -6
a 1

—4a —4
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Soit B = R3 et soit F = Vect((0,1,1), (1,0,2)).
Trouver un vecteur x € R? tel que F & Vect(z) = E.

On cherche donc un supplémentaire de F' dans F sous la forme Vect(x).
C’est cohérent au niveau des dimensions (car dim(F) = 2 et dim(E) = 3, donc un supplémentaire doit étre de dimension 1).

En fait, il suffit de choisir un « qui ne soit pas dans Vect((0,1,1), (1,0, 2)).

Par exemple, prenons z = (1,0,0). Alors :

1=5
(1,0,0) =a(0,1,1) +b(1,0,2) <= ¢ 0=a : incompatible
O=a+2b

Ainsi, la famille ((0,1,1),(1,0,2)) étant libre, la famille ((1,0,0),(0,1,1),(1,0,2)) est libre encore puiqu’on ajoute un
vecteur non combinaison linéaire des précédents. La famille obtenue est libre, de cardinal 3, dans E de dimension 3, c’est
une base de E. On a donc :

E =Vect((1,0,0),(0,1,1),(1,0,2)) = F @& Vect(x)

La somme étant bien directe puisque la famille est libre, donc I’écriture dans la somme est unique.
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Soit E = R3 et soit F' = Vect((1,2,2)).
Trouver deux vecteurs z et y de R? tels que F @ Vect(x,y) = E.

On cherche donc un supplémentaire de F' dans E sous la forme Vect(x,y).
C’est cohérent au niveau des dimensions (car dim(F) = 1 et dim(E) = 3, donc un supplémentaire doit étre de dimension 2).

En fait, il suffit de choisir un x qui ne soit pas dans Vect((1,2,2)), puis de choisir un y qui ne soit pas dans Vect((1,2,2), x)
Par exemple, prenons x = (1,0, 0). Alors, de maniére claire 2 n’est pas colinénaire a (1,2, 2).

Ensuite, prenons y = (0,1,0).

0=a+5b
(0,1,0) = a(1,2,2) + b(1,0,0) <= ¢ 1=2a : incompatible
0=2a

Ainsi, la famille ((1, 2, 2), x) étant libre, la famille ((1, 2, 2), z, y) est libre encore puiqu’on ajoute un vecteur non combinaison
linéaire des précédents. La famille obtenue est libre, de cardinal 3, dans F de dimension 3, c’est une base de E. On a donc :

E =Vect((1,2,2),(1,0,0),(0,1,0)) = F & Vect(z,y)

La somme étant bien directe puisque la famille est libre, donc I’écriture dans la somme est unique.
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Montrer que si (u, v, w) est une famille libre dans R™, il en est de méme pour la famille (u + v, v + w, w + w).

Supposons (u, v, w) libre. Montrons que (v + v,v + w,w + u) est libre.
Soient a,b,c € R tels que :
%
a(u+v)+blv+w)+c(w+u)=0

Alors : -
(a+cu+(a+bv+b+cw=0

Et puisque la famille (u,v,w) est libre., on en déduit que :

a+c=0
a+b=0 = a=b=c=0
b+c=0

Donc la famille (v + v, v + w,w + u) est libre.
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i
Soit n > 1 et soit (uq,...,u,) une base de R™. On note pour tout i € [1,n], y; = Zuk.
k=1

1. Pour j € [1,n], exprimer u; comme combinaison linéaire des y;.
2. Montrer que (y1, ¥y, ---,Yn) est une base de R™.
3. On suppose n > 3. Quelles sont les coordonnées du vecteur u; + us — ug dans la base (y1,v2,.--,Yn)?

1. On a u; =y, et pour tout j tel que 2 < j < n,on a:
J j—1
Uj = Zuk - Zuk =Y —Yji-1
k=1 k=1

2. Par opérations élémentaires sur la famille génératrice :

VeCt(yh Y2, -3 Yn—1, yn)
=Vect(y1,Y2, -+ Yn—1,Yn — Yn—-1)
:VQCt(ylv Y2, 3Yn—1 — Yn—2,Yn — yn—l)

=Vect(y1,y2 —Y1,Y3 — Y25+, Yn — Yn—1)

=Vect(uy,ua,...,u,) =R"
Donc (y1,...,yn) est génératrice de R™, de cardinal n, donc c’est une base de R™.
3.
up +ug —ug = (Y1) + (Y2 —y1) — (Y3 — y2) = 2y2 — y3
donc on a :
up +uz —ug = 0y1 +2y3 —ys + 0ys + - - + Oyn
Les coordonnées de uy + us — uz dans la base (y1,ys, ..., y,) sont donc (0,2, —1,0,0,...,0).
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Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de R™.

Montrer que F'U G est un sous-espace vectoriel de R™ si et seulement si ¥ C G ou G C F.

Soient F' et G deux sev de R".
Si F'C G, alors FUG = G donc FUG est un sev.
Si G C F,alors FUG = F, donc FFUG est un sev.

Supposons que F' U G soit un sous-espace vectoriel de R™.

Montrons qu’on a nécessairement ' C G ou G C F.
* Soit F' est inclus dans G.
* Soit F' n’est pas inclus dans GG, mais alors montrons que dans ce cas-la G C F.
Par hypothese, il existe un vecteur = € F' tel que = € G.

Alors pour tout y € G, x +y € FUG, mais x +y € G (car sinon = (v +y) — (y) € G aussi).

Donc pour tout y € G,onax+y € F, et donc y = (x +y) — (x) € F.
Ainsi, G C F.
Finalement, dans tous les cas, soit F' C G, soit G C F.
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Soient A, B, C' trois sous-espaces vectoriel de R™ tels que R = A@ Bet A C C.
Montrer que C =A@ (BN C).

e Déja, montrons que A et BN C sont en somme directe.

Soit x € AN(BNC). Alors x € Aet x € B, donc z € AN B. Or, A et B sont en somme directe par hypothese,
donc AN B = {0}, donc z = 0.

Finalement, AN (BNC) ={0},donc A+ (BNC)=A& (BNC).
e Montrons a présent que C = A+ (BNCOC).

Par définition, A C C et (BN C) C C, donc par somme, on a

A+ (BNC)cC.

Réciproquement, si z € C, alors x € R™ = A @ B. Donc on peut écrire :
r=y+z avecy€c A, z€ B
mais z=xz —y,avecx € C et y € A C C, donc (C sev), z € C, donc z € BN C.
Finalement, z =y + z avec y € A et z € BN C. Donc :
CCA+(BNC)

On a donc bien démontré que :

[C=46(BnO)]
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