CONCOURS BLANC

Exercice 1 : Pour s’échauffer

1. Soit z un réel tel que x # § + k.m avec k € Z. On a :
1+ tan?(z) = 14 22 2(z) _ cos(m) | sin*(z) _ cos?(x)tsin’(z) _ 1

cos?(x) ~  cos?(x) cos?(z) cos?(x) T cos?(z)”

2. Soit f la fonction définie sur |0; 400 par f(x) = zin(x) —x + 1. f est dérivable
en tant que somme et produit de fonctions dérivables sur |0;+oo[ et pour tout
x>0, f'(z) =In(z) +zx L —1=lIn(z).

On a donc le tableau de variation suivant :

f'(z) - 0 +

Ainsi, Vz €]0; +00[, f(z) > 0 < Va €]0; 400, zln(x) > x — 1.

3. Jo thmde = fy 1 pimde =[x — Arctan(a)]f =1~ .
4. On pose u(z) = In(z) et v'(x) = 2% w et v sont C! sur [1;e] et on a u'(x) = % et
v(x) = m—; ainsi :
€ x3 e € e3 x e3
fl 22In(z)dr = [?ln(:v)]l — % ) 22dr = < — %[?] — %

5. (a)
e Pour n=ion a d’une part : ) (Z) = () = 1 et d’autre part (’H) =1 donc la
j=i
propriété est vraie pour n= i.
e Soit n un entier naturel supérieur ou égal a i. On suppose que 'égalité est

vraie pour cet entier n. Montrons que 1'égalité reste vraie au rang suivant ie
n+1

S0 0.
n+1 |
On a: i () =0+ Z () ="+ (7:11) = (?112) (d’apreés la formule de
Pascal).]_
e Par récurrence, la propriété est vraie Vn > i. On a bien Vn > i : zn: (]Z) = (ﬁll)

B X =X O=x(H=5 (=5 () -

(nJrl) . (n+1)
— 2 ‘ — . 1 0
1<i<j<n i=1j=1 =1 1=2 =0

=1+ —(n+1)—-1
=ontl _p—2

Exercice 2 : Trigonométrie

1. Avec les formules d’Euler on a :

° COSS(I') _ (eix_i_;fix >3 _ eSix+3eix+267ix+673u o %163”:—’—673”; + %eix_i_;fiw
= lcos(3z) + 3cos(x)

° S’in:}(x) _ (eim_szia:)g _ e3ix_3eixt38i7ix_673ix _ 41 1%_2(;731'&6 iemﬁ_szzx
= =Lsin(3z) + 3sin(z)

2. (a) Avec la question précédente on a :
Ji2 cos®(x)dx = [ Tcos(3x) + gcos(x)dx = [}l X %53271(32@ + 3sin(z)¢
TiT3

-
wl’_‘



(b) On pose u(z) = z et v'(z) = sin(x)cos*(x). u et v sont C' sur [0;5] et on a

u'(z) =1 et v(z) = —cos’(x). Alors avec une IPP on obtient :
I= [m(—cos ()¢ — fog —cos®(x)dr = 0+ 3
3. (a) Soit E =
E

( x)cos®(z) + cos(3z)sin®(x ), d’aprés la question 1) :
in(3z)(cos(3z) + 3cos(x)) + 1cos(3x)(—sin(3z) + 3sin(z))
in(3z)cos(x) + cos(3x)sm(m)

272(3;15) cos(z) + 003(3.75)3277,(;15))
in(

%Iw%lw%lw%lwﬂkh—‘ CID

CIJACIJ

3z + x)

4x)

(b) D’apreés ce qu1 précéde, il s’agit de résoudre I’équation suivante :
3sin(dz) = 3 & sin(4z) = 1 = sin(Z) < il existe un entier relatif & tel que

dr =35 +k2rn s x=35+k5oukel

En donnant a k les valeurs 0, 1, 2 et 3 on trouve les solutions sur [0; 27 :

y:{£-5_7r-9_7r.13_7r ]

87 87 87 8

Probléme 1 : Etude d’une fonction

Partie A

1. f est C? sur |0; +oo[ en tant que somme et quotient de fonctions C? sur ]0; +o0.

2. D’aprés la question 1), f est nécessairement C° sur ]0; +oo[. Etudions la continuité
de f en 0 : on sait que ¢* — 1 ~a ainsi ggli}lrél+ f(z) =1= f(0) donc f est continue
sur [0; +o00].

3. f(z) ~ % or IETOOG% = 0 par croissances comparées donc zl_1>rJ£100 f(z) = 0. La
droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale & la courbe de f en +o0.

4. (a) D’aprés la question 1), f est dérivable sur ]0; 00| et pour tout x > 0 on a :

flla) = LeZhpet = Foloed
2

(b) Au voisinagede Qona:e*—1—wze* =x+% —z(1+x)+o0(x?) = —% +o(z?)

2 2
12
.. -5 1 . . 1
ainsi f'(z) ~ & = —5 donc glcg% fl(x) =—3
! _ 1 ze” : 1 _ ze® ~ Zer T
(c) fl(z) = = @yr avec g:grfoo =5 = 0 et @oP L (e % donc
. xeﬂ') — . . . / —
IEIEOO 7z = U ainsi par somme xl_lgloo f'(xz)=0.
Partie B
1. On pose pour z > 0,h(z) = €* — 1 —ze®. On a h'(z) = ¢* — (¥ + ze®) = —xe”
—ze®(e®—1)2—(e®—1—xe®)2e® (e —1 ef(e*—1)[—x(e®—1)—2(e*—1—xe” eg(x N
et f/(z) = T Tlose el _ s oottt e ala) oy

g(x) =ze® +ax+2— 2"
2. (a) ¢'(z) =e"+ae®+1—2e" et ¢"(x) = xe® > 0 sur ]0; +o0].
(b) ¢ est strictement croissante et xli)rg{r ¢'(z) = 0 ainsi pour tout z > 0,¢'(z) > 0
donc g est strictement croissante sur |0; +oof et mlirgl+ g(x) = 0 ainsi pour tout
x> 0,g(x) >0 donc f"(x) > 0.
3. Ainsi f’ est strictement croissante sur |0; +oc[. Or on sait que : lim f'(z) = 0 et

T—r+400
lim f'(x) = 3.
mir(r)l'*‘ f ( ) 2

4. Ainsi pour tout z > 0, f'(z) < 0 et f est strictement décroissante sur [0;4o00] &
valeurs dans ]0; 1].



Partie C

1. (a) Soit z > 0, alors d’aprés I'étude réalisée dans la partie B a la question 3.,
1

lf'(x)] = = f(z) < lir% —f'(x) = 5 car —f" est strictement décroissante sur
T—
10; +o0.
(b) D’aprés I’étude de la fonction f réalisée dans la partie B & la question 4., f est
bien & valeurs dans ]0; 1].

2. Pour 7> 0, f(z) = v & 5 = v & S5 = 0
< o =0 (ne convient pas) ou e* =2 < x = [n(2).

L’équation f(z) = x admet bien une seule solution sur |0; +ocof et on a: S = {in(2)}
3. [ est continue sur [0;+oco[ et dérivable sur ]0;+oo[ et V¢ €]0;+oof, [f'(¢)] < 3,
>

donc d’aprés l'inégalité des accroissements finis, on a pour tous réels x,y 0:

|f(x) = fy)] < 5lz —yl

4. (a) En particulier pour y = In(2) > 0, on a : |f(z) — f(In(2))| < 3|z — In(2)| or
on sait que f(In(2)) = In(2) d’apres la question 2.
Ainsi pour tout z > 0, |f(z) — In(2)| < |z — In(2)| . Soit n un entier naturel.
Pour z = u,, on retrouve I'inégalité proposée.

(b)
e Pour n= 0, 2% = 1 donc la propriété est vraie pour n= 0.
e Soit n un entier naturel fixé. On suppose que l'inégalité est vraie pour cet
entier. Montrons que I'inégalité reste vraie au rang suivant c’est-a-dire :
[t — In(2)] < (3)"uo — In(2)].
On sait d’aprés la question 4.a) et par hypothése de récurrence que :
g1 = n(2)] < glun — In(2)] < 5 % (3)"uo — In(2)|
e Par récurrence, I'inégalité est vraie pour tout entier naturel n.
(¢) (3)"|luo —In(2)] —> 0 car |3] < 1 ainsi d’apres le théoreme de passage a la
n—-+o0o

limite dans une inégalité, (u,) est convergente de limite In(2).

Probléme 2 : Intégrale et fonction
Partie A

1. Pour tout x € R, 22+ 1 > 0 donc la fonction ¢ : x — /22 + 1 est bien définie sur R
a valeurs dans [1; +oo[. La fonction Arctan est définie sur R & valeurs dans | — %; 2.

2
Donc par composition la fonctionf est bien définie sur R.

2. Le domaine de définition de f est bien centré en 0 et la fonction f est paire par
parité de la fonction carrée. En effet :

Ve € R, f(—x) = Arctan(\/(—x)? + 1) = Arctan(vV2? + 1) = f(x).

3. Méthode 1 : g est strictement croissante sur [0; +o00[ par composition de fonctions
strictement croissantes (la fonction carrée, une fonction linéaire, la fonction racine
carrée et la fonction Arctan.)

Méthode 2 : g est dérivable sur [0; +oo[ en tant que composée de fonctions déri-
) = =

vableset.ona.f(x)—m>0 . .

Conclusion : g admet le tableau de variations suivant :



g 0/

sur [0;+o0[, f = Arctan(g) donc par composition f est strictement croissante.
f(0) = Arctan(1l) = § car tan(}) = 1. Par composition, en posant X = vz% +1,
ona: lim f(z)= hm Arctan(X) =Z

T—r+00 X —+o00 2
Par parité enfin, on obtient le tableau de variations suivant sur R :

X —00 0 —+00

) e —

4. Au point d’abscisse 0, la courbe de f admet pour tangente la droite d’équation

y = [(0)(x = 0) + f(0) soit y = f(0) = .

ol

s
2

us
4

D.

6. La fonction f est continue et strictement croissante sur J0; +-o00[ et 1,5 €]%; [ donc
d’aprés le théoréme de la bijection, I’équation f(z) = 1,5 admet une unique solution
a dans ]0; +oo.

Partie B

1. On pose h(z) = x Arctan(x)—In(v/x? + 1). La fonction h est dérivable sur R comme
somme, produit et composée de fonctions dérivables sur R et on a Vo € R :
2

W(x) = Arctan(r) + 55 — %ﬁ = Arctan(z) + & X 7 — =45 = Arctan(z).

Nous avons bien montré que h est une primitive de Arctan.
2. On pose ¢(z) = \/$2 + 1. pest Ct sur [1;1] et on a du = Tr=da.

Pourx— :\/ —|—1—fetpoura:-lu-x/_cequldonne

— 2 V2
f\/gArctcm( w)du = [u Arctan(u) — In(v/u? + 1)]\/§

= \/§Arctan(\/§ —In/3 — \/E Arctan \/E) + In(4 /% +1)

= \/§Arctan \/§ [Arctan f +ln( )

4



