Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 7 - Intégration

Montrer que F': z — In <:c +v1+ x2> est une primitive sur R de la fonction f : z —

1
V1t a2

Il faut montrer que :
e F est dérivable sur R
o Vx R, F'(z)= f(x)
Déja, montrons que F' est définie et dérivable sur R.

x>0
F(z) existe <= 1+ 22> -z <= ( ou : tjs vrai
r<0et1+a>a2

F est donc bien définie sur R. De plus, par composition, F' est dérivable sur R et :

2z
14+ ———
/ 2 V1+ 22 1
Vz eR, F'(z) = 230 e ol trt = f(z)

v+VI+a? a2 (az+\/1+x2> Vita?

F' est donc bien une primitive de f sur R.
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 7 - Intégration

@ Déterminer la primitive de la fonction x —

1
2(x—1)

définie sur |1, +oo[ qui s’annule en 3.

La primitive de xz —

1
2(x—1)

1

Vo > 1, g(m):/: mdtz [;ln(t—l)L
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:%ln(x—l)—fln@):fln
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(

x

2

-1

K

sur |1, +oo[ qui s’annule en 3 est exactement la fonction g définie par :

r—1
2

)
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 7 - Intégration

Calculer les intégrales suivantes :

4 0 1
1. / (z® 4+ 2 — 2)dx 8. / 237 15. Arctan(t)dt.
) —-1/3 0
2. [ VT o. [~ Wi 0 '
s L v T IPOILE @ = (U 16. / zArctan(z)dx.
o / In(2t)dt 10. / |23 — 22 + 2 — 1|dz /2
2 0 17. / 2% sin(2x)dx.
4 /2 o dx ’ 2 ‘
= 11./0t|t 1t 1
1 " 5 41 18 / (2% — z + 1)e®dz.
5 / =t 12. / S 0
L1Vt 2 o |2 —2t[+1 /2
1 4 :
A / t o 3 I 9 @ 19. /0 sin(x) cos®(z)dx.
0 + 3 0 1 + t2

/2
sin?(z)dz.

\]
L\
o
|<‘u
QU
~
—
=~
»—\m
—
B
~
~—
QU
~
[N}
=]
S—

1.
4 4 72 4
/(x3+x—2)dx:[4+2—2x} = (6448 —8) — (442 +4)=54]
2.
1 1 H 1/2 112 3/2 " 1 3/2 3/2 1 98
\/2m+3dx—/ 2(2¢ 4+ 3)2dx = = |2z + 3)3/%| = (2532 —9%/2) = Z(125 — 27) =| =
5 2 /5 2|3 s 3 3 3

ou avec un changement de variable t = 2x 4+ 3 (dt = 2dx),

11 1 11 1 25 172 .
V2x +3dr = - V2z + 3 (2dx) = 2/ (\/%) dt = 3 [3#%/2}
9

3 2 J3

25 4 , )
— Z(953/2 _g3/2y —| 2°

4

4 4
In(2¢ dt:/ In2+Int)dt = [ln 2)t+tin(t —t} =4In2+4In4—-4—-2In2—-2In2+2 =|8In(2) — 2
| mena= [ ) (@)t+tIn(t) 8In(2) — 2]

2

ou avec un changement de variable z = 2¢ (dx = 2dt),

4 8 de 1 8 1
/zln(zt)dtZA ln(x)2:2{xln(1‘)—x} :§(8In(8)—8—4ln(4)+4):m

4

CI | 2
/0 mdw = [ln(|x2 —x+ 1|)]0 = 1In(3) —In(1) = |In(3)

ou avec un changement de variable t = 22 — 2 + 1, on a dt = (2 — 1)dx, donc :

2 3 5
/0 $2_1:E_|_1(2x —1)dz = /1 %dt = [ln(t!)} =1In(3) — In(1) = |In(3)

1
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 7 - Intégration

5. Sans calcul :

1
t t
—dt = puisque la fonction ¢ — ———— est impaire sur [—1, 1]!
/1 V2 +2 V2 +2 [ ]

ou avec calcul :

%\OO

1 -1 1{3 511
t(t*+2) Fdt = - |S(t* +2)3
[ty at] -

3 (32/3 32/3) —0

6.
N 2 1 5 2 D)
—dt== ——dt== t5+3] =12(2-+3
/o Vo +3 5Jo 2/t°+3 5[ 0 5( )
7. 2 , ,
1
dt—2/< )fdt_2[f] —|2(eV2—¢
/1ﬁ 1 \2Vt 1 ( )
8.

0 3z+1 0 0 In(8) 1 In(8) 0 2 1 1
2 dCCZQ/ SIda::Z/ e®'n da::Z{exn } = <1—>: .
/1/3 -1/3 -1/3 In(8) -1/3 In(8) 2 In(8)

9. Pour a > 0,
¢ (Int)™ 1 ¢ 1
/(n) dt = |[——(Int)**| =
1 t a+1 1 a+1

10. Cherchons le signe de o3 — 2% + x — 1 sur [0, 2] pour enlever la valeur absolue.

- tr—1=2*r—-1)+(x—1)=(z—1)(z*+1)
Le signe étant le méme que celui de # — 1, on en déduit que, sur [1,2] 22 — 22 +2 — 1 > 0 et sur [0, 1],
onazd—z2+2x—1<0.

Ainsi :

2 1
/ |x3—x2+w—1dm:/( z® 4 22 x+1dx+/ —2?+x—1)dz
0 0

B 4 3 4 "33 L2

11.
5 1 5 1 5
/t|t2—1|dt:/ t(1—t2)dt+/ t(t2—1)dt:/ (t—t3)dt+/ (t3 —t)dt
0 0 1 0 1
2 4 Mt 21 101 5t 25 1 1 1 625 25 [577
= |- - = — | = -y - 4 = =
2 4], |4 2], 2 4 4 2 4 2 2 4 2 |4
12.

/5 t—1 dt—/2 t-1 dt+/5 =1
o [2—=2t|+1 Jy (—t24+2t)+1 o (2—2t)+1
2

1
[— ~In(—t* 4 2t + 1)}
2 0

— %m(m) —[2In(2)
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 7 - Intégration

13.

/0 mdt = [Arctan(t)} ) = Arctan(1) — Arctan(0) = i 0= 1

14.
/1 In(t)dt = [tln(t) - t} = (eln(e) —e) — (1In(1) — 1) =

1

e
On peut aussi faire une intégration par parties, en remarquant qu’on a / 1 x In(t)dt.
1

t) u(t) = tl
) | v =1

u'(
v(t

En posant et

on a :

/lelxln(t)dt: [tln(t)r_/letx1dt:e_/161dt:€—(e—1):

1

1 1
15. / Arctan(t)dt = / 1 x Arctan(t)dt.
0 0
On fait une intégrat - w(t) = ut) =t
n rfait une integration par parties en posant u(t) = Arctan(t) et v’(t) _ ,ona:
1+1¢2
1 ! Loy 1 ! T 1
/0 1 x Arctan(t)dt = [tArctan(t)} ) - /0 e dt = Arctan(1) — [2 In(1+ tQ)} ) =773 In(2)
1
16. / xArctan(x)dz ?
0
() (z) -
u(x) =x ulr) = -
. . 2’ . . 2
On fait une intégration par parties en posant v(z Arctan(z) et / B 1 ,on a
V' (z) =
1+ 22
1 2 1 1 2
1
/ x X Arctan(z)dz = x—Arctan(:c) - / LQ
0 2 0 2 0 1+JZ
1 1 [P @?+1)-1
= iArctan(l) — 2A de

1 (1 1

_ - 1-—)d
2/0< 1+m2> v
1
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 7 - Intégration

w/2
17. On fait deux intégrations par parties successives dans / x? sin(2z)dz.
0

u(r) = 22

v'(z) = sin(2x) ot

u'(x) =2z
En posant

v(z) = ~3 cos(2z) onas

/2 2 /2
/ 2% sin(2z)dx = [ e }
0 2

/2 2 w/2
+/ x cos(2z)dx —i—/
0 0 8 Jo

x cos(2z)dx

2 /2 2 a2 1
=—+0-—— [ - = cos(2x)] = — 4 — (cos(m) —cos(0)) =| — — =
. 4 8 2
1
18. On fait deux intégrations par parties successives dans / (2% — x + 1)e%da.
0
— 2 / — _
En posant u/(a:) N .fo +1 et | ¥ (z) Qf 1 ,on a:
V(x)=e v(z) =e

/01(952 — x4+ 1)e"dr = [@2 —et1) em]: B /01(2:13 C)etde = (e 1) — /01(295 e

En posant a nouveau :

0

—(e—1)— <e—(—1)— [2ezr> =24 (2e—2) =

0
19. En reconnaissant directement une forme —u'u

/01(x2 ot D)etdr = (e — 1) — ([(295 - 1)&}1 - /01 26’”d$>

2e — 4

3 ona:

71'/2 1 71'/2
/ sin(z) cos®(z)dz = [ ~1 cos4(x)}
0

1 1 1
=1 cost (7/2) + 1 cos*(0)

0 "1
20. On linéarise sin?(z).
sin?(z) = (ei‘” e””>2 _ e 2 4 72w _ 2cos(2x) — 2 1 cos(2x)
2% —4 —4 2 2
Donc : o2 L e X oy _
/0 sin?(x)dx = /0 (1 —cos(2x))dx = B [m -5 sin(2x)] ) =5X5 =7
2019-2020
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 7 - Intégration

Calculer pour tout n € N: I, = / t"Int dt et J, = / t"(Int)? dt.
1 1

1. Soit n € N, calculons I,, par intégration par parties.
On pose :

() = u(t) = nilt
v(t) = In(t) V(1) = %

1 ¢ € 1 1 1
I, = |——t"*! In(t)| — / —— "t Z ) dt
n+1 1 1 \n+1 t

n+1 1 e
=2 __ /t”dt
n+l n+1)/;

vt € [1,¢],

On a alors :

_ en+1 B 1 1 tn+1 €
n+1 n+1l|in+1 1
en+1 en—i—l 1

ntl mt1)? ety

2. Soit n € N, calculons J, par intégration par parties.

On pose :
1
gy — gn u(t) = ¢t
vete, |“O=1 1
o®) = (e)2 |, _ 2m()
() ==
On a alors :
1 c e 1 21In(t
In — 7tn+1(ln(t))2 _/ 7tn+1 % Il( ) dt
n+1 oL \n+l t
n+1 2
_c
n+1 n+1
en+1 ) en+1 en+1 1
T+l n+1 <n—|—1 C (n+1)2 * (n—|—1)2>
en+1 2en+1 2€n+1 2

T+l (n+1)2+ (n+13 (n+1)3
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 7 - Intégration

Calculer les intégrales suivantes :

51 23t+1 2 1
1'/2 T 3'/1 ey 5'/1 e+
—1 1 1 1 0 t2
2. /_2 t(t_l)dt 4./0 (t_2)(t+3)dt 6. /_1—t2+4t_5dt
1.
LA Y 1 A2 1)2
/2 l—tht_/Q (1—t)(1+t)dt_/2 (1—t 1+t)dt
3
= [—;ln(\l—t\)—i-;ln(\l—i-t\)]zz—2ln(2)+;ln(4)+;ln(1)—;ln(?))— %ln <§)
2.
~1 —-1 -1
/_2 t(tl_l)dtz/_2 (til —D dt = [ln(t—1|)—ln(|t|)]_2zln(2)—ln(1)—ln(3)—|—ln(2): ln(
3.
2 3t+1 271 2 2
/1 25(t+1)dt:/1 <t+t—|—1> dt = {ln(!t!)—i—an(\t—l—l])L:ln(2)—|—21n(3)—1n(1)—21n(2): ln<
4,
! 1 RV RV AN 1 !
/0 (t_2)(t+3)dt—/0 (H—t_i_g>dt—[SIn(\t—2l)—5ln(\t+3DL
= 1ln(l) — éln(ll) — éln(Q) + éln(?y) = %ln <:>
5.
2 1 A2 1 1/2
/1 t(t+1)(t+2)dt_/1 (t_t+1 t+2>dt
2
- Bln(ﬂ) —ln(|t+1|)+;ln(|t+2|)]1
:%ln(Z)—ln(3)+%ln(4)—%ln(l)—&—ln(Q)—éln(?)): gln(2)—fln(3)
6.
0 t2 O /(2 +4t—5)—4t+5
/1t2+4t—5dt:/1< £2+4t—5 >dt
P At —5 [ ~1/6  25/6
_/_1 <1_(t—1)(t+5)>dt_/_1< _t—l_t+5>dt
1 25 0
- {t+6ln(\t—1]) - 1n(|t+5)}1
- —% In(5) + 1 — éln(Q) + %5 In(4) = |1 + %9 In(2) — % In(5)
2019-2020 Lycée du Parc 8/29



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 7 - Intégration

1. On souhaite faire le changement de variable u = y/e* — 1.
Notons pour tout z € [In(2),1In(4)], (x) = Ve* — 1.
x
La fonction ¢ est de classe C! sur [In(2),1n(4)] et Vz € [In(2),In(4)], ¢'(z) = ﬁ.
e J—
On a donc : .
e
u=+ve*—1 avec du=-————=dx

: 2V — 1
et remarquons que : u=+/e? —l<=e’ -1 =1l <= e =u’+1
On a alors :

In4 In4 /o _ 1)2 T
I = \/ex—lda:=/ 2ve D) ><< c dm)

In2 In2 e’ 2\/ e? —1
In4 2
2
= / —2(’0 (=) ¢ (v)dx
n2 ¥ ( ) +1

/wm@» 20
(1n2) u? +1
- /1 u2—|—1

—2fu- Arctan<u)] "

1

=2 (\/§ — Arctan(\/g)) —2(1 — Arctan(1))

=|2V3 - 2——2+2Z

2. On fait le changement de variable x =t + 1 (dx = dt), on a donc :

[ e [ (- o [reni] - 3onen-

2019-2020 Lycée du Parc
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 7 - Intégration

3. On fait le changement de variable u = 3t — 2 (du = 3dt).

/4/3 . /”*2 L 1/21+2d 1 1 17* 1 (gL
_— = U = - —_— U = — _———— = - —_— _—
1 (Bt—2)5 1w \3 9/, \u* W 9 3ud  2ut], 9\24 32
4. Remarquons que cette fois, le changement de variable est donné en sens inverse. On veut poser t = In(z)
avec dt = %dw.
2

Remarquons quet =1z =ceett =2 & =e”.
On a alors :

2

2 2t e2  2Inz e? 2 e2 e
1 1
/ € tdt = / 76 1 <d.’E> = / 7'%. d:E = / r dl‘ = / ( — ]_> dl’
1 1—e e l—elnz \z e z(1—x) e l—u e \1l—x

e2

= [—ln(|1—x])—x] = —In(e?—1)—e?+Inle—1)+e=e—e? —In(e+1)

e

dt avec le changement de variable z = /.

5. On veut calculer /

\f
Mais il y a un probléme : la fonction t — /t n’est pas de classe C! sur [0,1] .... On ne peut pas faire
1
apparaitre ——=dt, lorsque t € [0, 1].
pp 57 M lorsa [0,1]

Il suffit d’écrire le changement de variable & linverse et d’écrire (et dt = 2zdzx), puisque la
fonction z > 22 est, elle, de classe C! sur [0, 1].

On a alors :

1 1 2 1,2 _ .3 1 2
t—t — - 1)(— 20 —2) 42
Vi dt:/x x(dex)zz/x xdeQ/ (x+1)(—2*+22—2) + g
0o Vt+1 o z+1 o x+1 0 r+1

3 1

4

:2[—2+x2—2x+21n(33+1)] :2<_3+2ln(2)>
0

6. On pose t = 22 (dt = 2zdz), on a alors :

1 1 1 1
/ eVidt = / e’ (2zdx) = 2/ xetdr =2 {(a: - 1)61] =
0 0 0

0

7. On pose u = cos(t), donc du = (—sin(t))dt. On a donc :

w/2 w/2
/ .idt = / Tl (—sin(t)dt)
x4 Sin(t) x/4 sin“(t)

= /M2 _ (— sin(t)dt)

/a1 —cos?(t)

0 1
R
\[/21—’&
V2/2
/ <1/2 1/2>du
14w
_1
2

VIR (242
[ In(1 —u)+1In(1 +U)L = §ln (2—\/5)
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 7 - Intégration

8. On pose = = sin(t), donc dx = (cos(t))dt. On a donc :

71'/3 dt
/0 cos(t)

9. On pose u = t3, donc du = 3t%dt.

2
/1 (t3+1

w/3 1 p

/0 cos2(D) (cos(t)dt)
7r/S;COS dt
[ sy =
/‘\/5/2 1

(t
dx

0 1—1/'2

1 V32 LY,
/0 <1—x+1—|—az> v

3

V3/2

; —ln(l—a:)—i—ln(l—i—a:)] :;ln<2+\/§>
0

2
2
Kt%ﬁu (3¢7dt)
8
/1 uu+1
8
( )du
1 \u  u+1

8
[ln — In( u+1)}
1

n(s) 1) +102) = 310 () = L ()

OJ\I—‘ OJ\I—‘ OJ\I—‘ OJ\I—‘ OOM—*

10. On veut poser t = 22, donc dt = 2xdzx.

Remarquons que :

On a donc :

2019-2020
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 7 - Intégration

/3 1

11. On veut calculer / dz avec le changement de variable v = sin(x).

x/6 cos(x)sin(z)
Remarquons que u = sin(z) donne du = cos(z)dz. On a donc :

/3 1 ™3 cos(x)dx
=6 cos(x)sin(z) x/6 cos?(x)sin(z)

=6 (1 —sin?(z))sin(z) cosiar

V3/2 1
/ 5 du
1/2 l—u

V3/2
/ 1/2 1/2 +1) i
1

/2 1+u u

V3/2

[ % (1—u) —%m( +u)+ln(U)]
= (v3) - (f) )

2y
12. Calculons / 21 cos(x?)dx avec le changement de variable = = v/t
JT

On pose z = v/t donc dz =

1/2

1
\[dt On a donc :

/\/27;/7r 21 cos(x?)dx = /:” 2v/t cos(t) <2\1/idt> _ /:W cos(t)dt = [sin(t)] jr = sin(4n) — sin(7) =0
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 7 - Intégration

1
On note pour p,q € N, I(p,q) = / tP(1 — t)%dt.
0

1. Calculer 1(0,q) et I(p,0) pour p,q € N.
2. Pour p,q € N, exprimer I(p + 1, q) en fonction de I(p,q + 1).
3. Calculer I(p,q) en fonction de p et q.

1.
! 1-pr7t 1
10,9) = | (1—t)dt=|— —
0.0= [ -1 [ — ]0 -
et
I(p,0 1pd s !
s = tt: = —
».0) A {P+Jo p+1

2. Pour pgeN,ona:I(p+1,q) fo tPTL(1 — t)4dt.
p
u(t) = Pt W) = o+ 1t

En posant |
v'(t) =(1—1)¢ v(t

tp-i-l(l _ t)Q+l:| 1 p+1
+
0

3. On a donc, en itérant plusieurs fois la relation précédente, pour tout p,q € N,

et —(1 — )91 ona:

1
+1
PA—0) =0+ 2 1(p, g+ 1
[ ra-n 2 g+ )

P
I(p,q) = ——1I(p—1,q+1
(p,q) q+1(p q+1)
P p—l
— I(p—2,q+2
g+ 1 q+2(p 9+2)
p—1)(p—2

- <q+1><q+2><q+3>

p(p—1D(p—-2)---1

(¢+1)(g+2)(g+3)---
p!

I(0,q+p)
1

(¢ +p)

T+ D@+ (q+p)

plq!
C(pta+1)

2019-2020 Lycée du Parc
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 7 - Intégration

11—z

edx.
n!

On note pour tout n € N, I, =

1. La suite (I,,) est-elle monotone ?

S

(n+1)!

1
3. Montrer que pour tout n > 0, I,, = m + Tt

2. Montrer que pour tout n € N, 0 < [, <

n
1
4. Montrer que pour tout n € N, I, = e — Z 7l
k=0

1. Pour tout n € N, on a :

1 1 — )+l 1 1— ) 1 1 — )" 1—
In+1_-[n:/ (aj)emdaj—/ (w)emda::/ (L-2) e* T 1) de
o (n+1)! 0 n! 0 n! n+1

1—z)" (1
Or, pour tout z € [0, 1], ( 'x) e’ ( +§ — 1) < 0, donc par positivité de l'intégrale (0 < 1), on a :
n! n
In+1 - In <0
La suite (I,) est donc décroissante.
2. Pour tout n € N, on a :
1— )" 1— )"
V:UE[O,I],Og( 2) ef”g( x)e
n! n!
Donc par positivité de 'intégrale, (0 < 1),
1 1
1
0<L <= [ 1-2)de == [ tdt =S x =
n! Jo n! Jo n!l n+l (n+1)!
1
1 _ n
3. Onal, :/ ﬂexdx.
0 n!
1
W(@) = (o) | ul@) = ———(1 - g
Notons pour tout = € [0, 1], e’ , ptl
v(z) = — ) = &
Les fonctions u et v sont bien C! sur [0, 1] donc on a par IPP :
1 e ]! L1 — )t 1
I,=1-— 1—z)"H = /xd: I
" [ 1l n!LJr A R Tl o DA
4. On a donc : )
Vk>0, I — Iy = —c
k k+1 (k+ 1)!
En sommant cette relation pour k € [0, n], on a donc :
St =5 !
k= dg41) = ,
i =0 (F+1)
autrement dit (somme télescopique)
"1 "1 ! "1 "1 "1
— — — xz . —
IO—In_Zk!:In_IO—Zk!_/O dr -3 m=e-1-3 n=le- 3
k=1 k=1 k=1 k=1 k=0
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 7 - Intégration

@ On note pour tout n € N, I, = / 2?(Inz)"dx.
1

1. Montrer que la suite (I,) est décroissante. Est-elle minorée ?

i
2. Montrer que sur [1,e], 0 < In(z) < —. En déduire un encadrement de I,,.
e

3. Montrer que : Vn > 1, I,41 =

3 n+1

e
— I,.
3 3 "

VneN, Ly — I, = / 2 (Inz)"dz —/ 2% (In z)"dx = / 2*(Inz)" (In(z) — 1) dz
1 1 1

Or, Vz € [1,¢], 2%(Inz)"(In(z) — 1) < 0, donc par positivité (1 < e), [ z*(Inz)" (In(z) — 1) dz < 0.
On a donc Vn € N, Ip,41 — I, < 0. La suite ([,,) est donc décroissante.
De plus, Vn € N,Vx € [1,¢],22(Inx)" > 0, donc Vn € N, I,, > 0. La suite (I,,) est donc minorée (par 0).

. Puisque In est croissante, on a Vz € [1,¢], In(z) > In(1) = 0.

Posons pour tout = € [1, e, p(z) = In(x) — L
e

La fonction ¢ est dérivable sur [1,e] et on a: Va € [1,¢],p(z) = 2 — 1 > 0.
La fonction ¢ est donc croissante, et comme ¢(e) = 0, on a Vz € [1,¢€], p(z) < 0. Finalement :

Va € [1,e], 0 <In(x) < z
e
D'ou : N7
vz € [1,¢],0 < 2*(Inz)" < 2° <7>
e
e
Par positivité (1 < e), on en déduit que : 0 / (Inz)"dx / 2y
1
autrement dit : L 5
-1 n
0<1, e _ e
(n+3)e"” " (n+3)e” n+3
D’ou :
i
0< I, <
"Sn43
.Soitn>1.0nal,4 = fl (Inz) ntldg.
u'(z) = 22 u(x) z :
Notons pour tout z € [1, €], et 3 . Les fonctions u et v sont

v(z) = (Inz)"H!

bien C! sur [1,e] donc on peut intégrer par parties :

3 e e .3 1 3 1
Ly = [glnu)"ﬂ - / S+ 1) (naydr = S -1,
1 1
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1
Pour n € N, on pose : [, :/ "1 — zdzx.
0

1. Calculer Ij et I;.

2. Déterminer une relation entre I, et I,,_1 pour n > 1.
En déduire la valeur de I,, pour tout n > 1.

Io:/;\/Wd:c:/olu_x)lﬂdm: [_(1—3/”23/11:2

1 1
11:/ m\/lxdx:/(x1+1)\/1xd$
0 0

1 1
:/ \/1—xda:—/ (1— )3 %dx
0 0
_ \5/271
B O s R ST S
5/2 0 5 3 5 15

2. Pourn >1,
1 1 1 1
I, = / 2"V1 — xdx = / "1 = (1 - 2))V1 — zdx = / 2" N1 — xdx — / "1 — 2)3 dx
0 0 0 0

1
= n_l—/ x"_l(l—:c)3/2dx
0

On fait une IPP dans l'intégrale obtenue.

1 3
Posons Yz € [0,1], o/ (z) = 2", v(z) = (1 — )%/, u(z) = 5x" et v'(z) = —5\/1 — . On a alors :

1 ! 1
Iy, =1,_1— {x"(l — 36)3/2} - 21/ z"vV1 — xdx
0

n 0
D’ou :
3 3 2n
=L 1——L=|(14+— |, =1L1=|I,= I
n n—1 2nn <+2n>n n—1 n 2n+3n1
On a donc :
2
-71—3[0
4 4 x2
Ih=-I) = 1
N
6 6 x4x2
Is= -1, = 1
5792 9x7x5"
par une récurrence immédiate :
(2n)(2n —2)(2n —4)---4 x 2
I, = Iy
2n+3)2n+1)2n—1)---7x5
~ (2n+2)(2n)%(2n — 2)%(2n — 4)% - - - 42 x 2 9
B (2n +3)!
(27n!)?
=|(4 4)——
(4n + )(2n+3)!
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1
Pour n € N, on pose : [, = / (1 —t)"dt.
0

1. Etablir une relation entre I, et I,,+1. En déduire la valeur de I,.

2k +1

— (=1)* (n
2. Calculer alors S,, = Z (k) pour n € N.
k=0

1 1 1 1 1
I = / (1 —t3Hat = / (1—t*)(1—t*)"dt = / (1 —t3)"dt — / t2(1 —t*)"dt = I,, — / t2(1 — t*)"dt
0 0 0 0

u(t)=1

U(t) — 2(n1+1) (1 _ t2)n+1

u(t) =t
V() =t(1 )" 7

Les fonctions u et v étant bien de classe C' sur [0, 1]

On pose Vt € [0,1],

0

1 L 1
Inwy =1, — |———t(1 — &) H! /1—t2”+1dt:1 — 1,
whL T [%n+n( ) T O%n+D( ) "o
On a donc finalement :
1 2n +2
vy = It g gt = o = 5 2
On a alors en utilisant la relation de récurrence :
2 4 4x2
I = =1 i ILh=—-I = 1
1 30, puis 2 51 5><30
puis par une récurrence immédiate, on a :
(2n)(2n —2)(2n —4) x --- x4 x 2
In = 0
2n+1)(2n—-1)(2n —3) x --- x5 x 3
1
Puisque Iy = / 1dt = 1, on donc :
0
Wn> 0.1, = (2n)(2n —2)(2n —4) x --- x4 x 2
2n+1)2n—1)(2n —3) x5 x 3
C(2n)2n—2)(2n—4) x4 x2)* (2" | 4%(n!)?
N (2n+1) x (2n)! S @2n+1)! [ (2n+1)!

2. Soit n € N. Alors :

=3 1 (1) - 5 (e - 5 (e [ o= [

k=0
1
:/Xl—ﬁwﬁ:Ll
0

On en déduit donc que :

47(n!)?
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1. Soit n € N. On a :

1 1
<

vt e [0,1
€ 0.1, L+t+tn 1+t

D’ott par positivité de I'intégrale (0 < 1)

1
R
/O 1+t+t" / 1+t

u, < In(2)

autrement dit :

2. Pour n € N,

L7 1 1 £ ! 1
In(2) —u, = — dt = dt < thdt = ——
(2) = un /0 <1+t 1+t+t") /0 (1+t)(1+t+t) /0 n+1

3. On en déduit donc que :

In(2) —
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SA U

X
Soit F' la fonction définie par F(x) = / et dt
0

. Déterminer le domaine de définition de la fonction F' et montrer que F' est dérivable sur son domaine de

définition. Calculer sa dérivée.

Résoudre dans R 'inéquation F(z) < 0.
Montrer que F' est strictement croissante sur R.
Montrer que Vz € R, |F(z)| < e|x|.

Etudier la parité de la fonction F'.

2019-2020 Lycée du Parc 19/29

1. Soit z € R fixé. La fonction ¢ — e<(®) étant continue sur R (par composition), elle l'est également sur

x
I'intervalle [0, z] (ou [z, 0]). Donc l'intégrale / e dt est bien définie et F(z) existe : [ Dy = R|
0

La fonction ¢ — ()

Ve eR, F(z) = /O " peos(t) gy — [g(t)]: = g(z) — g(0)

Ainsi, par somme d’une fonction de classe C! et d’une fonction constante, F' est bien dérivable sur R et

Ve eR, F'(z) = ¢ (z) = e

(on pouvait également reconnaitre directement pour F' I'unique primitive de ¢ — ecos(t)

0).

2. Soit « > 0. Alors, la fonction ¢ — e<*5(*) étant strictement positive et continue sur I'intervalle [0, 2], par

X
positivité de I'intégrale, les bornes sont dans le bon ordre, on obtient / et > 0.
0

T 0
Soit z < 0. Alors : F(z) = / et = —/ O dt. La fonction t +— e étant positive sur
0 T

0
I'intervalle [z, 0], par positivité de I'intégrale, on obtient / et > 0 et donc F(z) <0.

xT

On a donc montré que:’F(x) <0<:>x<0‘.

3. La fonction F' est dérivable d’apres la question 1 et Vo € R, F'(z) = e«s(*) > (), donc la fonction F est

strictement croissante sur R.

X x x
4. Siz >0, / s gt | < / ecs®) gy < / eldt = ze.
0 0 0
T 0 0
Sixz <0, / eCOS(t)dt‘ :/ ecos(t) gy < / eldt = —zxe.
0 T T
Finalement
Ve e R, |F(z)] < e|z|
5. Soit € R. En utilisant un changement de variable u = —t on obtient :
—T xX x
F(—x) = / e“Stdt = / S (—du) = —/ W dy = —F(x)
0 —0 0

La fonction F' est donc impaire.

Correction Exercices Chapitre 7 - Intégration

étant continue sur R, elle admet une primitive g sur R de classe C'. On a alors :

qui s’annule en
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Pour chacune des fonctions suivantes, donner :

le domaine de définition de f

le signe de f sur le domaine de définition,
la parité éventuelle

la dérivée de f si elle existe

1 Tty 4 “lepd 7 Q.
R —dt B t|°dt R
frx— = f xr—}/l |t] f xt—)/o T
Tt _ et Y /"E ;2
. f: - 5 f:z+— —dt 8. fiax— e " dt
2. fix— A 6t+€—tdt frx /0t4+1 f :

3, f:x|—>/ 1 dt
0

0
6. f:xr—>/ V14 t2dt

215
9. f:ac»—>/ e~ dt

f(x)

T

t

St

t
La fODCtiOH t— -
(&

t
e
définie.

Ainsi f n’est pas définie.

- est définie et continue sur R*. Ainsi, quelque soit la valeur de z, la fonction

x
ne sera jamais continue sur [0, z] (ou [z,0]), donc l'intégrale / ———dt n'est pas bien
o € —¢€

f@ = [

x et _eft

et +et at

¢
et —
La fonction ¢ — ————
et t+e”
définie, donc f est définie sur R.

—t

Pour x > 0,

vt € [0, z],

r

donc par positivité (0 < x),

et—

Ainsi, f est positive sur RT.

Pour x <0,

vt € [z,0]

)

- est continue sur R. Ainsi, pour tout z € R, l'intégrale

et +

x et o e—t
/ 7tdt est bien
o € t+e”

t

€t—€

=
el 4+ et

—t

—t
€ dt>0

et

et

~
et + et

donc par positivité (z < 0) (bornes dans le mauvais sens),

t

/e
0

Ainsi, f est positive aussi sur R™.
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Pour tout z € R,

et_e u=— J:efu_eu a:eu_efu
fen= [ = [ et = [ =1

ainsi, f est paire.
t_ ot

e —e
Enfin, f est par définition la primitive de ¢ — P qui s’annule en 0, donc f est dérivable et :
el +e

et —e "
1 —
3.
xX
fw) = [ 1ar
0
La fonction ¢ — |t| est continue sur R, ainsi, pour tout réel x, I'intégrale / |t|dt existe bien.
0
La fonction f est donc bien définie sur R.
De plus, la fonction ¢ — || est toujours positive, donc l'intégrale est positive si et seulement si les bornes
sont dans le bon sens :
Ve >0, f(x) >0 et Ve <0, f(z) <0
Pour tout = € R,
—T u _t x
fe) = [ =" [ =) = = [k = —4(a)
0 0
Ainsi, f est impaire.
Enfin, f est par définition la primitive de ¢ — |¢| qui s’annule en 0. Elle est donc dérivable et on a :
Vz €R, f'(z) = 2|
4.

f(x) = /1 Bt

x
La fonction ¢ + |¢|> est continue sur R. Ainsi, pour tout = € R, l'intégrale / |t|3dt a bien un sens.
1

Ainsi, f est définie sur R.

De plus, la fonction ¢ — |t est toujours positive, donc Iintégrale est positive si et seulement si les bornes
sont dans le bon sens. On a donc :

Ve > 1, f(x) >0, Ve <1, f(z) <0

La fonction f ne peut pas étre paire (vu son signe) et n’est pas impaire puisque f(0) # 0. Aucune parité
donc.

Enfin, f est exactement la primitive de ¢ — [t|> qui s’annule en 1, donc par définition f est dérivable et :

Vo eR, f(z) = |af
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5.
Ry e
€Tr) =
o tt+1
La fonction t — tifl est continue sur [0, +o0].
Ainsi, f(z) existe si et seulement si > 0 car c’est le seul cas possible ou ¢ — % soit continue sur
0, z].
Df = [0, -l-OO[
Vi .
De plus, pour tout ¢ > 0, 1 > 0, les bornes étant dans le bon sens, on a donc que :
TV
f n’étant pas définie sur | — 0o, 0[, elle ne peut étre ni paire ni impaire.
Enfin, par définition, f est la primitive de ¢ — tg/jl qui s’annule en 0, elle est donc dérivable sur [0, +o0]
et : JE
x
(o) —
Vo >0, f(ac)—x4+1
6.

0
f(x) :/ V' 1+ t2dt

La fonction ¢ — v/1 4 t? est continue sur R. Donc pour tout réel z, elle est continue sur [0, ] ou [z, 0],
I'intégrale a donc toujours un sens :
D; =R

De plus, t — v/1 + t2 est toujours positive, donc 'intégrale est positive si et seulement si les bornes sont
dans le bon sens :
Ve <0, f(z) =20 et Ve >0, f(x) <0

On a:
0 0 0
Vz €R, f(-2) =/ V1 + t2dt “:zt/ V1 (—u)?(—du) :—/ V1 +u2du = —f(z)
donc f est impaire.

Enfin, on a :

Vr eR, f(z)= —/Ox V1+2dt = —p(x)

ol ¢ est la primitive de ¢ — /1 + t2 qui s’annule en 0, donc f est bien dérivable et on a :

Ve R, fl(z) =—¢'(z) = -1+ 22
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7.
Todt
=] %
. 1 PP .
La fonction t — [T est définie et continue sur | — oo, —1[U] — 1, 1[U]1, +o0].
€T
L’intégrale /0 T—a? bien un sens lorsque ¢ — =7 est continue sur le segment [0, 2] (ou [z, 0]), donc
cela impose que = €] — 1, 1] (car si « ¢] — 1, 1] la fonction sous I'intégrale ne serait pas continue sur tout
le segment [0, z] ou [z,0]),
Dy =]—-1,1]
Pour tout ¢t €] — 1, 1], ﬁ > 0, donc l'intégrale définissant f(x) est positive si et seulement si les bornes
sont dans le bon sens :
Ve e [0,1], f(z) >0, et Vexel-1,0, f(z)<0
On a
1 u=—t /w 1 /I 1
re =11l f) = [ gt = [ e = - [ = —f@)
donc f est impaire.
Enfin, f est par définition la primitive sur | —1,1[ de t — T qui s’annule en 0, elle est donc dérivable
sur | —1,1] et :
1
Ve el - 1,1, fi(z) =
8.

xr
. 2 . , .y 2 .
La fonction t — e~*" est continue sur R, donc pour tout réel = 'intégrale / e~ dt a bien un sens.
1

Dj =R

La fonction t — e~t* étant toujours positive, I'intégrale est positive si et seulement si ses bornes sont
dans le bon sens.
Ve > 1, f(x) >0, et Ve <1, f(x) <0

Vu le signe, f ne peut pas étre paire, et comme f(0) # 0, f ne peut pas étre impaire. Aucune parité.

t

Enfin, f est par définition la primitive de ¢ — e~ : qui s’annule en 1, donc f est dérivable sur R et :

2

VzeR, fl(x)=e"
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2x 5
f:x»—)/ e Udt
xr

La fonction ¢ s et est continue sur R.
Ainsi, pour tout z € R, t — et est continue sur [x,2x] (ou sur [2z,x]), donc l'intégrale est toujours
bien définie.

D;=R

t

La fonction ¢ — et est toujours positive, donc f(x) est positif si et seulement si les bornes sont dans le

bon sens
Ve >0, f(x)=0 et Ve <0, f(x)<0

Pour tout réel x,

Ainsi, f est impaire.

e e _ 42 . _42 ., . . .
Notons ¢ une primitive sur R de ¢ — e~ (la fonction t — e™*" étant continue, elle admet bien au moins
une primitive), on a donc :

Ve € R, f(z) = ¢(2z) — ¢(z)
Ainsi, f est dérivable en tant que somme de composées de fonctions dérivables, et on a :

2 2

Vo e R, f(z) =20 (22) — ¢ (x) = 2e7 %) — 77" = 9e—la? _ @

2
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2z et
Soit f(z) :/ ?dt.

. Montrer que f est de classe C! sur ]0, +o0o] et calculer sa dérivée.

2z

. En remarquant que In(2) = / ~ pour tout réel x > 0, montrer que f admet In(2) pour limite en 0.

T

3. Montrer que f peut se prolonger en une fonction C* sur [0, 4-o0].

4. Etudier les variations de f. Etudier le signe de f (x) sur le domaine de définition de f.

5. Tracer ’allure de la courbe de f.
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1. La fonction f est-elle déja bien définie sur |0, +o00[?

t 2x
e e
Soit z €]0, +oo] fixé. La fonction ¢ — ?dt est continue sur le segment [z, 2x] donc l'intégrale / ;
xT

a bien un sens : f(z) existe.
t

e
Remarquons que également que pour tout z €] — 0o, 0[, t — ?dt est continue sur le segment [2x, x] donc

2z _t
I'intégrale / ?dt a bien un sens : f(x) existe également :
T

Dy =R\ {0}

t

e
De plus, puisque t +—> n est continue sur |0, +o0ol, elle admet une primitive ¢ de classe C* sur cet intervalle.

On a alors :
2z et 2z
o elo ool flo)= [ Gai= |ott)] = (2) - plo)

Par somme et composition, f est de classe C! sur ]0, +oo[ et on a :

2x T 2 _ ,x
o €0, +ocl, (a) = 26/(20) - '(a) = 20 - &

2z

2. On a pour tout = > 0, 2z > x, donc Va > 0, f'(z) = &= > 0. La fonction f est strictement croissante

x
sur ]0, +o00].
De plus, pour tout z > 0, t — % est positive sur [z, 2x] donc par positivité de 'intégrale,
2z t
flx) = / ?dt > 0. On a donc f croissante sur |0, +oo[ et minorée par 0. Ainsi, par le théoreme de la
xX

limite monotone, f admet une limite finie £ en 07 : on peut prolonger f par continuité en 0 en posant

£(0) = .

Soit z > 0, on a:

o X

La fonction t — e’ est croissante sur [x,2x], donc :

Vt € [z, 2x],

Par positivité de I'intégrale, on en déduit que :

Correction Exercices Chapitre 7 - Intégration
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ou autrement dit que :
e®In(2) < f(z) < ¥ In(2)

En passant & la limite dans I'inégalité lorsque z — 0T, par encadrement, on déduit alors que :

lim f(z)=1In(2)

z—07F
3.
0,400 — R
2x 6t
f: / —dt siz>0
x — .
In(2) sixz=0
La fonction f est & présent continue sur [0, +o0| et de classe C! sur ]0, +oo].
De plus,
2x T T
- 1
Vo >0, f’(:v):e € —ent ~ e —1
X X z—0 z—0
Donc par le Théoréme de Prolongement C!, f est dérivable en 0, f’(0) = 1 et f est de classe C! sur
[0, 4+-o00].
4. On a déja déterminé l'expression de f’ sur | — co,0[. Il est facile de vérifier que cette expression est

également valable sur | — 0o, 0[. On a donc :

6255 — et

Ve e R\ {0}, fl(z) = ——S >0

x

Donc f est croissante sur | — 0o, 0[ et croissante sur |0, +oo[, donc puisqu’elle est de plus continue en 0,
elle est croissante sur R.

On a déja dit également que f était positive sur [0, +o00].

2zt T Lt
f(:v):/ %dt:— < at

th

De plus, pour tout z < 0, on a :

et la fonction t — % est négative sur [2z, z], donc d’intégrale négative, et on a donc f(x) > 0.
Ainsi, la fonction f est positive sur R.

5. Pour nous aider a tracer l'allure de la courbe, regardons les limites de f.
On a pour tout t € R, et—t > 1, donc pour tout x > 0,

T—+00

2z ot 2z
f(‘r):/ tdt>/ 1dt:(233)—gj:g; — 400

Par comparaison, on a donc lim f(z) = +oo.
T—+00

De plus, Vt < —1, —% < 1, on a donc :

2x et x 6t x
flz) = / —dt = / () dt < / eldt =e* —e** — 0
. t 9 —t 2% T—>—00

Par encadrement, (puisque f est positive), on a donc lim f(x) = 0.
T—r—00
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D’ou l'allure de la courbe :
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z thdt
16| On pose g(x) = (2z — 1 / e
s =01 |

1. Déterminer le domaine de définition de la fonction g.

2. Démontrer que Vz € R, g(z) > 0.
3. Résoudre I'équation g(z) = 0.

t4 @
1. La fonction ¢ : t — —————— est continue sur R, donc pour tout z € R, 'intégrale / p(t)dt existe.
1+t2+ ¢4 1/2

La fonction g est donc bien définie sur R.

2. Soit x > 1/2. Alors 2z — 1 > 0. De plus, ¢ est positive sur [1/2,z] donc par positivité de l'intégrale

x
/ @(t)dt > 0. Par produit on a donc bien g(x) > 0.
1/2

x 1/2
Soit < 1/2. Alors 2z — 1 < 0. De plus, / p(t)dt = —/ ©(t) < 0 (mémes raisons, puisque ¢ est
- 1/2 x

1/2
positive, puis positivité de 'intégrale / ©(t) = 0). Ainsi, par produit, on a bien g(x) > 0.
xX

On a donc bien montré que :
Ve € R, g(x) >0

3. On a de maniere évidente déja que g(1/2) = 0.
De plus, pour tout = # 1/2, la fonction ¢ étant positive sur [1/2,z] (ou [z,1/2]) et non identiquement
x

nulle, 'intégrale ©(t)dt n’est pas nulle. Donc g ne s’annule qu’en 1/2.
1/2
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2x
Soit f la fonction définie par f(z) = / i
« Vitrt+1

1. Déterminer le domaine de définition de f
2. f est-elle paire ? impaire 7.
1
3. Démontrer que pour z # 0, on a 0 < f(z) < i
i
4.

En déduire xll)inoo f(z) et xll/rzloo f(z)

1. Pour tout « € R, la fonction ¢ — est continue sur [z,2z] (ou [2z,x]), donc f(x) est bien défini

1
Vit +1
pour tout réel x :

Dy =R

2. Soit z € R. On a a l'aide d’'un changement de variable t = —u :

L dt * —du * du
ﬂ:w:[myw+1zé 7@5@3271;V¥:T:7ﬂm

donc la fonction f est impaire.

3. Soit & > 0. On a alors pour tout t € [z,2x], V4 +1 > Vi* = 2.

On a donc :
1 1

<
Vit +1 ot

2x dt 2z 1 1 2z 1 1 1
« Vtr+1l o Jp t], 2z =z 2

Vt € [x,2x], 0 <

D’ol en intégrant :

On a donc bien :

1
Ve >0, 0< < —
P50, 0< f2)< 5
4. Par encadrement, on en déduit alors que
e /) =0
Puis, par imparité, on en déduit que :
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