Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

Montrer que f réalise une bijection de [\/e, +00[ vers un intervalle J & préciser.

1
Soit f la fonction définie par f(z) = n(w)

1
La fonction In est continue et dérivable sur [y/e, +oo[, & valeurs dans | =, +00]|.

2
Donc par composition, la fonction = — /In(x) est continue et dérivable sur [v/e, +00].

1
La fonction u — /u est continue et dérivable sur [, +o00 [

Par ailleurs, la fonction x — z étant également continue et dérivable sur [\/e, +00[ et ne s’annulant pas, on en
déduit que par quotient f est bien continue et dérivable sur [\/e, +o00].

u(x)
v(x)

Ve > e, f(x)=

avec u(z) = /In(z) = /w(z) et u'(z) = 21\1}/% = in(:}:) Donc
, 1 In(z) 1-2In(z)
Vo> Ve, fil@) = 222 /In(z) Ta? T g2 In(x) <0

Ainsi, f est strictement décroissante sur [\/e, +00.

Continue et strictement décroissante, f réalise une bijection de [\/e, +oo[ dans ]wgrfoo f(x), f(\/e)].

1
Onafwa:‘/fg:j%.
(In(2)) /2

«|E
&
S~—

On a f(x) =

= — 0 par croissances comparées.
x r—r+00

On a donc f qui réalise une bijection de [/e, +-o00[ dans |0,

1
v 2e
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

@ Soit f une fonction définie et dérivable sur R.

Montrer que si f est paire, alors sa dérivée est impaire.
Montrer que si f est impaire, alors sa dérivée est paire.

1. Soit f une fonction dérivable sur R et paire. On a donc
Ve eR, f(-z) = f(x)

La fonction f et la fonction x — —z étant dérivables sur R, la fonction = — f(—x) est également
dérivable. On a donc en dérivant la relation précédente (dérivée d’une composée dans le membre de
gauche),

Vz R, —f'(-z) = f'(x)

La fonction f’ est donc une fonction impaire.

2. Soit f une fonction dérivable sur R et impaire. On a donc
Vz eR, f(-z)=—f(z)

Les fonctions x — f(—x) et x — — f(x) sont bien dérivables sur R par composition. De plus en dérivant
la relation précédente (dérivée d’une composée a gauche), on obtient que :

Ve eR, —f'(—2) = —f'(2) = f'(—x) = f'(x)

La fonction f’ est donc une fonction paire.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

Montrer les inégalités suivantes :

1.VxeR, e >z+1 3. Vz e R, |[sin(z)| < |z
2
- 4. VzeR, cos(z)>1- T
2. Vz €] —1,400[, ——=<In(l+2z)<z. 2

D0 L 5. Vx € [0, g [, 2sin(x) + tan(z) > 3z

1. On note pour tout x € R, p(x) =e* —x — 1.
La fonction ¢ est dérivable sur R et Va € R, ¢/(z) =e* — 1.
On en déduit que ¢ est décroissante sur | — 0o, 0] et croissante sur [0, +oo].
Or, ¢(0) =0, donc : Vz € R, p(x) > 0.

2. On note pour tout = €] — 1,400, f(z) =In(l +z) — .

1 -z
La foncti t dérivabl 1, t Ve > -1, f(z) = 1= .
a fonction f est dérivable sur | +oo[ et Vx f(x) T+ 2 T2
On en déduit que f est croissante sur | — 1,0] et décroissante sur [0, +00].

Or, f(0) =0, donc : Vx €] — 1, 400[, f(z) <0, donc : .

Remarquons alors qu’en particulier :

Vz €] — 1, +oo, 1n<1— “T >< < :>ln<

x x
— < - < In(1
po P > n(l+x)

1+zx _:U+1 xr+1

3. Remarquons que l'inégalité est triviale si |z| > 1. Montrons donc qu’elle est vraie sur [—1,1]. Posons
pour tout x € [—1,1],g(x) = |sin(x)| — |z| et remarquons que g est paire, donc étudions g uniquement
sur [0, 1].

On a Vz € [0,1], g(x) = sin(xz) — x. La fonction g est dérivable sur [0,1] et on a Vz € [0, 1]:

g'(z) = cos(z) — 1 <0.

La fonction g est donc décroissante sur [0, 1]. Or, g(0) = 0, donc g est négative sur [0, 1].

On a donc Vz € [0,1], sin(z) < x, soit | sin(z)| < |z| et par parité c’est vrai aussi sur [—1,0]. Finalement :

Vo € R,|sin(z)| < |z|

(et en particulier pour tout z € R*, on a sin(z) < z)
2
x
4. Notons pour tout z € R, h(x) = cos(x) — 1+ —. La fonction h est paire, étudions-la uniquement sur R*.
La fonction h est dérivable sur RT et Vo € RY W/(z) = —sin(z) + z. Or, on a démontré (question
précédente) que pour tout z € R, sin(z) < z. Ainsi, Vz € RT, h/(x) > 0. La fonction h est croissante
sur R*, avec h(0) = 0, donc Vo € R, h(z) > 0.
Par parité, c’est aussi vrai sur R™, donc :
22

Vo € R, cos(z) > 1— 5
5. Notons pour tout x € [0, g [, o(z) = 2sin(z) + tan(z) — 3z. La fonction ¢ est dérivable sur [0, 7/2] et :

1 2cos®(z) — 3cos?(z) +1  (cos(z) — 1)*(2cos(z) + 1)
cos?(z) = cos?(x) N cos?(x)

Vz € [0,7/2[, ¢'(x) = 2cos(x)+ >0

Ainsi, ¢ est croissante sur [0, 7/2[, avec ¢(0) = 0, donc : Vz € [0, 7/2[, ¢(x) > 0.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

Montrer que pour u >0 et v € R : uv < uln(u) 4 e?~ L.

Fixons u > 0 quelconque.

Et notons alors pour tout v € R : Vv € R, f(v) = uv — uln(u) — e?~L.
La fonction f est dérivable sur R, et on a Vo € R, f/(v) = u — e’ L.

u—e”fl>0<:>e“’1<u<:>v<ln(u)+1

Ainsi, f est croissante sur | — oo, In(u) + 1] et décroissante sur [In(u) 4+ 1, +oc], elle admet donc un maximum
en In(u)+1. Or :

F(n(u) + 1) = u(ln(uw) + 1) — wln(u) — ™1 = 4 In(w) + v — uln(u) —u =0
Ainsi, on a bien que : Vv € R, f(v) < 0, autrement dit :
Vo € R, uv < uln(u) + !
Ceci étant vrai pour tout w > 0, on a donc bien montré que :

Yu >0, Yo e R, uv < uln(u) + e’ *
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

|

i 0
1 si x>
Montrer que pour tout € R*, on a : Arctan(x) + Arctan (—) = -

Notons pour tout = € R*,

1
f(z) = Arctan(x) 4+ Arctan (>
x
La fonction f est dérivable sur R* (comme somme de composées de fonctions dérivables), et on a :

VﬁER,f(x)—1+$2+1_~_(%)2_1+x2 1+£U2_0

Ainsi, la fonction f est constante sur chacun des intervalles sur lequel elle est dérivable.

De plus, f(1) = 2Arctan(1l) =2 x % = g, donc :

Vo >0, f(z) = g
et f(—1) = 2Arctan(—1) = —7/2, donc :

Yz <0, flz)= fg
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

@ Montrer que la fonction f : x — 2Arctan (\/ z2+1— :v) + Arctan(z) est constante sur R et déterminer

sa valeur.

La fonction f est bien définie sur R, et est dérivable par somme de composées de fonctions dérivables. On a :
2
_
2Vr? +1 1
1+ ( 2+1—=x

Vz e R, f(z) =2 x

=2X +
14+ (@2 +1) —22va2 + 1422 1422
B 2z — VaZ + 1) L1
2\/x2+1(\/$2+1(\/x2+1—$)) 1422

o142 1422

Ainsi, f est constante sur chaque intervalle ou elle est dérivable, donc constante sur R.
En particulier, f(0) = 2Arctan(1) =2 x 7/4 = 7/2. On a donc :

Vx € R, 2Arctan (\/ 22 4+1— x) + Arctan(z) = %
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

e V7' gig #0

Soit f définie sur R par : f(x) = { 0 Gpe0

Montrer que f est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

e Sur R*.

1
La fonction x — —— est dérivable sur R* (fonction rationnelle dont le dénominateur ne s’annule pas)

et est a valeurs dans R.
La fonction t — e’ est dérivable sur R, donc par composition, f est dérivable sur R*.

On a alors .
Ve #0, f(x) = e~ 1/7 = eul®)  ayec u(z) = ——
x
On a donc
2
Vo #0, f'(z) =/ (z)e"™ = 56*1/12
e En 0. On remarque que f est bien continue en 0.
f@) = fO) e 1y
= = —€ T
z—0 x T
lim+% = +o00, et liIJ'I_l ue % = lil}rl \e/ff = 0 par croissances comparées, donc par composition de
z—0 u—r—+00 u——+00
limites, on a :
— f(0

o J@ -1

z—07t z—0
lim % = —o0, et lim ue™% = liIJIrl —‘6/:? = 0 par croissances comparées, donc par composition de
z—0— U—>—00 u——+00
limites, on a :

— f(0

o J@ =10

z—0~ z—0
ot ¢ oo i 1) = FO) _ . on déri ) —

u final, on a montré que hn%) 0 - 0, donc la fonction f est bien dérivable en 0 et f'(0) = 0.
z— —
On a donc au final, f dérivable sur R et :
36_1/302 six#0
Ve eR, fl(z)={ =3
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

2 |
On considere la fonction f définie par f(z) = %;((;;)

1. Démontrer que f réalise une bijection de |e, +oo[ sur un intervalle J que l'on précisera.
2. Déterminer f~!(—4). Justifier que f~! est dérivable en —4 et calculer (f~!)/(—4).

1. La fonction f est dérivable donc continue sur |e, +00[ (quotient de deux fonctions dérivables sur |e, +o00],
le dénominateur ne s’annulant jamais sur Je, +00[). On a

/ ;(1 “In(z)) — (2 +31n(x))_71 .
Yz 6]6, +OO[7 f (‘T) = (1 IR ID(CC))2 - 5(;(]_ — 111(35))2 >0

La fonction f est donc strictement croissante sur |e, +ool.

e La fonction f est continue sur |e, +0o0l.
e La fonction f est strictement croissante sur ]e, +0o0l.

Donc, f réalise une bijection de Je, +oo[ dans f(]e, +o00]) =] lim, f(x), ll)rll f(@)].
r—e x oo

24 3In(x) 5
Jw) = 1 —1In(x) 2>e 1 — In(x) et C

fla) = 2+ 31In(x) N 31n(x)

=-3 -3
1—In(xz) z—+o0 —In(x) R

En conclusion, f réalise une bijection de Je, +o0o[ dans | — 0o, —3[.

2. On cherche a = f~1(—4), autrement dit, on cherche a €]e, +o0| tel que f(a) = —4.

2+ 31n(a)
1 —In(a)

6

fla)=—-4 <=

=—-4<—=2+3In(a) =—-4+4In(a) <= In(a) =b<=a=c¢

On a donc
F(f) = 4 = f71(~4) = ¢

On sait que pour tout x E]e, —l—oo[,

f~! est dérivable en f(z) < f'(z) #0

Donc pour savoir si f~1 est dérivable en —4 = f(e®), il suffit de vérifier que f’(e®) # 0.

/6y ) 5 1
f(e)_eﬁ(l—ln(eﬁ))Q_6625_5667&0

La fonction f~! est donc bien dérivable en —4 et
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

—1

— X.

@ Soit f la fonction définie sur |0, 1[ par : f(z) = In i

1. Montrer que f réalise une bijection de |0, 1[ vers un intervalle J & déterminer.

1 1
2. Déterminer f~! (—5) Justifier que f~! est dérivable sur R et calculer (f~!)’ (—5)

1. Remarquons que pour tout x €]0, 1],

1 1—
x ': x,donc:
T T

vz €]0,1], f(z) =In(1 —2z)—In(z) — =z

La fonction f est dérivable donc continue sur ]0, 1[ (somme de composées de fonctions dérivables), et on

a:
ve €0, 1, f/(x) - 1__13; B % —1= — (1(1 f):n;;(l = - _11_—:6;;;2 <0

En effet, 22 — 2 — 1 a pour discriminant A = 5, donc a deux racines , donc pour tout

x € [0,1],22 — 2 — 1 < 0 (car 0 et 1 sont entre les deux racines).
La fonction f est donc continue et strictement décroissante sur ]0, 1], elle réalise donc une bijection de

10,1[ vers £(]0,1[) = ]li{n f, li(r]nf[ =] — 00, +00.

Comme on a montré que f est dérivable en tout réel = de 0, 1[, avec V¢ €]0, 1[, f'(t) # 0, alors f~! est
bien dérivable sur J = R et on a en particulier :
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

La fonction f : z —>

x

est-elle de classe C! sur R ?
1+ |z|

La fonction f est de classe C! sur R* comme quotient de deux fonctions de classe C! sur R (le dénominateur ne
s’annulant pas), et est méme continue en 0 puisque ¢’est un quotient de fonctions continues en 0, le dénominateur
ne s’annulant pas au voisinage de 0.
On a :

x 1 T 1

Ve >0, f(x)= T+ f/(x):m et Ve <0, f(zx)=

La fonction f est-elle dérivable en 07

Ainsi, f est dérivable en 0 et f'(0) = 1.

Finalement, f est dérivable sur R et :

1

Vo e R, f’(x):m

La fonction f’ étant continue sur R, la fonction f est bien de classe C! sur R.
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

En reconnaissant des taux d’accroissements, déterminer les limites suivantes :
. e
T A 3. lim S22 5 i L
z—0 P z—=0 @ z—0 T
—1
9 1lim © 4 lim In(cos(z)) 6. Tim Arctan(z)
z—1 In(z) z—0 T z—0 2x
1. Notons f(x) = y/cos(z). Alors f(0) =1, et la fonction f est dérivable en 0. On a donc :
cos(z) =1 _ f(z) — f(0) /
T N z—0 ac—%g) 110)
Or, pour tout x au voisinage de 0, f'(z) = 27 Sin(f)), donc f/(0) = 0, et donc :
cos(x
lim cos(z) — 1 _0
z—0 X
1 —In(1 1
2. Remarquons que : M — In’(1) = = = 1, donc par passage a l'inverse :
r—1 z—1 1
z—1
— =1
51 In(z)
. .  sin(0
3. Remarquons que : sin(z) = sin(z) = sin(0) — sin’(0) = cos(0) = 1, donc :
x—0 z—0
lim sin(z) 1
z—0 X
4. Notons g(z) = In(cos(z)). Alors g est dérivable en 0 et g(0) = 0.
1
Done ; 2es@) _ 9@) =90) _, 5,
T z—0 z—0
Or, pour z au voisinage de 0, ¢'(x) = CZISIES), donc ¢'(0) =0 et
1
lim n(cos(z)) _0
z—0 X
“F—1  h(z)—h(0
5. Notons h(z) = e~*. On a h(0) = 1, et = _ @) =h0) ),
T z—0 z—0
Or, pour tout z, h/(x) = —e™* et donc h'(0) = —1, donc :
—r
lim & =
z—0 x
Arct 1 Arct — Arctan(0 1 1
6. Remarquons que : rc21n(:c) =3 < an(xa)j 0 retan(0) = —Arctan’(0) = X130 =2 % 1
lim Arctan(z) _ 1
z—0 2z 2
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

Calculer les limites des expressions suivantes aux valeurs indiquées.

In(1 + z?%) at —1 +
1 7. en 1
T en 0 In(1 —vz2 -1 =
1 <1 —i—x) 1
2. —In en 0 8. zln |1+ —
. 1— .mn(—i—x en +oo "
g -1 Vitz-—1 '
v —2 el
o _
In(2 + z) — In(2)
4. en 0 In(2 — z?
exp(vI+z) —e 10. % en 1 o
z—1
51 o n 1 (n € N¥) 11. (1 +2>)@/® ¢n ot
2 _ 1\*
6. In(4z? — 2z + 1) en Ot 400 12. (z+1) en +0o 16.
- _

Avec les taux d’accroissements, on peut en déduire des limites particulieres et surtout des équivalents simples :

In(1
mA+2) Ly (s ~ 2
€T z—0 z—0
In(u) ~ u—1
u—1
xr
-1
© —1 ef—1 ~ =z
x z—0 z—0
1 *—1
(1 +2) — 1+2)*-1 ~ ax
T z—0 z—0
In(1 + 2
p, @+ o
T
In(1 + z?) 2
Puisque lim 22 = t di In(1+2?) ~ 2% donc ———+ ~ “— =[z]
uisque lim 0, on peut dire que In(1 4 z*) -, &7 done o 7

In(1 2
On en déduit que | lim M

z—0 €T
1 1
2. ln< —l—x) en 0

=0

T 11—z
. 1+ : .
On a lim = 1. Or, on sait que In(u) ~ u — 1, donc on peut dire que
z—=01—x u—1

1—=x

) 1+ 1+ 1 (1+z)—(1—2x)
n ~N — — J—
l—-z/)z2=01—2x

On en déduit que
1 2z 2

11 14z
7n ~J pr— Y
x l—az/)z=02x1—=2x 1—2x 20

1 1
limln( —i—x) =2|

On en déduit que
z—0 T 1—=x

2019-2020 Lycée du Parc

1—=x

12/26



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

1 1— 2

Remarque : on peut aussi écrire In R I In v =In(1 + —— | et apres utiliser
1—-2z 1—-2z -

1 2
Péquivalent In(1 + h) ~ h pour avoir Iéquivalent : In Try v
h—0 l—-z)z-01—2x
3. M en 2
z—2

Puisque x — 1 — 1, on sait que In(z — 1) ~ (x—1)—1, donc
T2 T2

In(z — 1) (r—1)—-1 =xz-2
r—2 52 -2  z—2

In(z — 1
On en déduit que | lim 711(30 )
=2 xr — 2

=1

In(2 + ) — In(2)
exp(v1+ax)—e

Regardons séparément le numérateur et le dénominateur.

n 0

In(2+2) — In(2) = In (2 (1 +g)) (2):ln(2)+ln<1—|-2> In(2)
C(143) oo

Par ailleurs,

exp (\/m) —e=c¢e (em_l — 1)

~ e(VI+z—1) (carlim(vV1+z—1)=0)
z—0 z—0
e
2 2
Ainsi, par quotient, on obtient :
x
In(2 + z) — In(2) i_gxl_ 1
exp(vI+az)—ea=0 & 2" ex e
2

On en déduit que | lim In(2 + z) — In(2) = 1

z—0 exp(\/m> —e el

z—1 N
xn_lenl(nEN)

Soit n > 1. Posons x =1+ h avec h € R. Alors, ona x — 1 <= h — 0.

r—1  (14+h)—-1 h ho |1
-1 (14+h"—-1 (1+h)"—1hs0nh |n

z—1
On en déduit que | lim =
z—1 ™ —1

S

Remarque : rappelons-nous que

Tel= (- D@ 2" " 2t b+ 1)
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

donc on peut aussi calculer la limite directement :
r—1 1 1
= —_— —
" —1 l14+zc+224+---F+z"1zsin
On peut aussi utiliser I'inverse d’'un taux d’accroissement en 1.
In(42? — 2z + 1)
e

6. n 0
x
Pour le numérateur, on reconnait une forme In(1+wu) avec u — 0, donc on peut appliquer In(14w) U
u—
In(4z? — 22 + 1 2 -
n(4x JJ+)N4£U 2m:4x_2
€T z—0 X
In(42? — 2z + 1
On en déduit donc que | lim n(dz z+1) = -2
z—0 X
In(42? — 2z + 1)
en +o0o
x
Onadr?—2r+1 ~ 422 (polynome). Et puisque lim (422) = +oo # 1, on peut bien composer par
T—+00 Z—+00
le logarithme.
In(4z? — 2z + 1) In(4z%)  In(4) + 2In(z) 21In(z)
x T—4-00 x N x T—+00 x
In(42? — 2z + 1
On en déduit donc que| lim n(dz z+1) =0
Tr—+00 X
X
-1
7. a: en 1T
In(l —va?2—1)
T 1 ev In(z) _ 1
In(1—vaz2—1) In(1+ (=vz%—1))
xIn(x) v
x;%—ﬁ car e —1u:0uet ln(l-l-u)u:Ou
—In(z)
r—1+ x2 —1
—(z—1)
e=1t /(z—1)(x+ 1)
—(z—-1)
=1t /2(x — 1)
—va—1
z—1t \/5
On en déduit d I 1 0
n en déduit donc que | lim =0|
L (I - Va2 - 1)
8. .
xln(l—i—) ~ xXx—-—-=1 — 1
€T Tr—+00 €T Tr—+00

Donc

I
—

1
lim zln (1 + )
Tr—+400 €T
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Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

Hypokhagne B/L

9.
1 _ 1
Vitaz—-1 2% _ 1 . 1
et —1 20 =z 2 =0 2
Donc
. o V1i+x—-1 1
lim =—
z—0 et —1 2
10. ) ) )
In(2 — 2 — -1 1- 1—x)(1
-2 @-a)-1_1-2 (-o)0+w)
r—1 2=1 z—1 z—1 z—1 z—1
Donc
In(2 — 22
lim 2=,
rz—1 r—1
11. |
(1 + x2)ln(x)/a: = exp ( Il(l') ln(l + .%'2))
x
Regardons ce qui est dans ’exponentielle
| 1
n(z) In(1+ 2?) In(z) x 2 =zln(z) — 0
x r—0t X z—0t
Donc, par composition des limites,
|
lim exp ( n(z) In(1 + x2)> =l =1
z—0 T
12.
r+1\" z+1
=exp | zln
z—1 rz—1
Regardons ce qui est dans ’exponentielle
x+1 x+1 r+1—(x—1) 2 2x
zIn ~ X —1) ==z = — —5 9
z—1) z—=+occ z—1 z—1 z—1 z—1 z—+o0
Donc, par composition des limites,
1
lim exp <xln <x+ )) =e?
T—+00 r—1
13. 22
1\* 2 1
<1+> = exp <$In<1+>>
x
Regardons ce qui est dans I'exponentielle
x%n0+1> ~ ﬁxlzx{$5$+w
2 xr ) x—too 2 T 2 — —0
T—r—00
Donc, par composition des limites,
2 1
lim exp <$ In <1 + >) = +00
T—+00 2 T

et

T—r—00

lim exp

—1In

(5

2

e
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

14.
2 -1 I/Z_ a;l z?2 -1
2+1)  ~ P 2\
Regardons ce qui est dans l’exponentielle
) 2 -1 r (2?2 -1 1 v (2?2 —1—(22+1) x =2 -1 0
— In _ ~ — - - = — = — ~ R
2 2241/ 29400 2 \ 22 +1 2 2 +1 2(x2+1) 2=400 z 400
Donc, par composition des limites,
. €T 2 -1 0
LI exp <21“ (M)) o=t
15. In()
1 1)\ 1 1
In(z +1) — exp (n(z)n (D
In(z) In(z)
En +o0.
Regardons ce qui est dans ’exponentielle. o)
. In(x+1
On sait que In(z + 1) et In(x), donc 6 L.
1 1 1 1
z1n(z)In In(z+1) ~ zln(x) Iz+1) 1
]n(g:) T—>=400 ln(:B)
1 1) —1
(e 2+ ) @)
In(z)
(:L‘ + 1>
=zln
x
1
=zln (1 + >
x
1
~ rz—=1 — 1
r—+oco I Tr—+00

Donc par composition des limites,

lim exp <g; In(z)In <ln(x“)>> —el=e¢

T—+00 In(z)

En1™t.
Regardons ce qui est dans ’exponentielle.

zIn(z)In (W) Bt In(z) (In(In(x 4+ 1)) — In(In(z))) = In(z) In(In(z + 1)) — In(z) In(In(z))
Or iﬂ In(z)In(In(x + 1)) = 0 (car du type 0 x In(2)).
De plus, il_)ﬂll In(z) In(In(z)) =0

[aiy

(car du type uln(u) avec u — 0).

oy (MDY

Ainsi
Donc par composition des limites,

lim exp <x In(z)In <lnf‘r+l))> =l =1

z—1t D(.’L’)
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16. Le numérateur est In(1 + x) ~, T
z—

e —Vitr=("-1)— (Vi+z—1)

1
On sait que ¢ —1 ~ x et d’autre part vV14+x—1 ~ ==z

z—0 z—0 27
Puisque les deux expressions sont du méme ordre de grandeur (toutes deux du type ax et Sz) avec

a+ B # 0, on est dans le cas ou on peut sommer les équivalents :

Le dénominateur est

1 1
T _ ~ —_ — = —
e 14+ T Qac 2x
Ainsi, par quotient,
In(z + 1) z_,
er —+/1+x 2—0 %x B
On en déduit que
| 1
lim n@+1)

:cﬁ(]el"—\/l—kx:

ATTENTION : dans le cas général, on n’a pas le droit de sommer les équivalents. Si vous

n’étes pas siir de votre coup, redémontrer au lieu de sommer :

1
Onace*—1 ~ zet/14+2x—-1 ~ —=,
xX

—0 z—0 2

1
Si on a l'intuition que la différence des deux devrait étre 2% montrons-le correctement.

ex—\/1+x_2(€x—1)—(\/1+$—1)_2(6“”3—1) 2\/1+ﬂ:—1
%CL‘ - Xz o xT s
T _
Or,2( D 2 _y
T z—0 X z—0+
V1 —1 21y
B, oYt PR R |
x z—0 @ z—0t

Donc par sommation des limites (ce qu’on a toujours le droit de faire), on a

¥ =1+
hmiz

1
x—0 53}

2-1=1

Donc on a bien e* — /1 + ~o %x
xr—r
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

Montrer que pour tous z,y € R™, on a :

1 glln(x+y)<l
r+y Yy a5 T

Soient z,y € RT* tels que z < y. La fonction In est continue sur [z, z +y] et dérivable sur ]z, x +y[. On aimerait
appliquer 'TAF & In sur [z, 2 + y]. Essayons de borner la dérivée de In.

1
Vt €lz,z +y[, In'(t) = n

La fonction In’ est décroissante sur |z, + y[. Ainsi

1 1
Vit — <In'(t) < =
E]:z,a:+y[,x+y n'(t) -
Donc I'TAF nous donne directement que
Yy Y
<1 —1 <=
<o +) ~In(a) < 2

soit
1

<11n<x+y>
r+y Y x

. . . ’ . . N y
Remarque: on peut aussi appliquer le résultat obtenu dans la question 2 de I'exercice 3 a = .

N

1
x
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

Montrer que pour tout z € R, on a : |1 — cos(z)| < |z|.

La fonction cos est continue et dérivable sur R, et :

Vt € R, |cos/(t)] = | — sin(t)| = |sin(t)| < 1
Donc d’apres 'inégalité des accroissements finis,

Vz,y € R, |cos(y) —cos(z)| <1 x |z —1y|
En particulier, pour y = 0, puisque cos(y) =1, on a :

Ve eR, |1—cos(z)| < |z
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i
Montrer que pour tout z € ]—g, 5 [, on a : |tan(z)| > |x|.

La fonction tan est continue et dérivable sur ]—g, o [
Soit x € ]—g,%[ fixé.
En appliquant le théoreme des accroissements finis entre 0 et x, on a :

Je €]0,z[ (ou)x,0]) / tan(z)— tan(0) = tan’(c)(z — 0)

autrement dit :

&e}—g;g[/Um@g:(1+mm%@n
Donc :
| tan(z)| = (1 + tan®(c))|z| > |2
2019-2020 Lycée du Parc

20/26



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 6 - Dérivées

Soit h la fonction définie par h(z) = In(1 + e~%).

1. Montrer que h est de classe C' sur son domaine de définition.
2. Démontrer que h admet un unique point fixe a et que a € [0, 1]
3. Montrer que :
vz € [0, +ool, |h(z) - ol < glz ~f

1. La fonction x + 1 +e~% est de classe C! sur R et & valeurs dans |1, +oc[. La fonction u + In(u) est bien
de classe C! sur |1, 4+o0|. Par composition, on en déduit donc que h est de classe C! sur R

2. 1l s’agit de montrer qu'il existe un unique = € R tel que h(z) = z, i.e. tel que h(x) — 2z = 0.
Posons f: x + h(x) —x. f est donc dérivable sur R par somme de fonctions dérivables sur R et on a :

y , —e 7 —e P —(1+e™) —1-—2e7"
VmGR,f(x):h(x)—1:1+67x—1: e = 1res <0

La fonction f est donc strictement décroissante sur R. De plus, f est continue sur R par somme de
fonctions continues sur R, donc d’aprées le théoreme de la bijection, f réalise une bijection de R dans

FR) =] T f(@), limf()[=] o0, +oo].
Puisque 0 €] — 0o, +00], on sait donc que 0 admet un unique antécédent par f dans R, qu’on peut noter
Q.

On a donc montré qu'il existait un unique o € R vérifiant f(a) =0, i.e. h(a) = a.

De plus, on a f(0) =1In(2) > 0 et f(1) =In (14 1) —1 <0, donc par le théoreme des valeurs intermé-
diaires, f s’annule au moins une fois sur [0, 1]. Par unicité de «, on en déduit que « € [0, 1].

3. L’inégalité fait penser a 'Inégalité des Accroissements Finis. Essayons de I’appliquer.

1
La fonction h est continue et dérivable sur [0, +oo[ et on a Vo € R, I/(z) = =— . Essayons
1+e® e’ +1
de trouver des bornes pour la fonction A'.
La fonction A’ est encore dérivable sur [0, +oo[ (inverse d’une fonction dérivable qui ne s’annule pas), et

on a : N N
V>0 W(z) = —e _ e
x>0, h(z) e e >0

La fonction A’ est donc strictement croissante sur [0, +oo|

1 1
Puisque //(0) = —= et lim h/(z) =0, on a donc Vz € [0, +o00[, —= < h/(z) < 0, ou autrement dit
2 z—+oo 2
1
Vi € 0. +ool, [H(@)| < &
On a donc :
e h continue et dérivable sur [0, 4o00]

1
o VEZ 0, ()] <5

Alors, d’apres I'inégalité des accroissements finis, pour tous z,y € [0, +o0], on a :
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1. Montrer que I’équation e* = 3 + 2z, d’inconnue x €] — 00, 0] admet une unique solution « dans | — 0o, 0],
puis justifier que —2 < a < —1.

2. Montrer que :

e’ —3

Ve e R™, 5 -«

<l o
\230 o

1. Notons pour tout x €] — 00,0], f(z) = e* — 3 — 2.
La fonction f est continue et dérivable sur | — 00, 0] et Vz € R, f'(z) = e* — 2 < 0.

La fonction f est donc continue et strictement décroissante sur | — 0o, 0], elle réalise alors une bijection

de | — 00, 0] vers [f(0),lim f[= [-2,400]. Comme 0 € [-2,+00[, "éuqation f(z) = 0 admet une unique
—00

solution « dans | — oo, 0].

Remarquons que f(—2) =e 2 —-3+4=e¢24+1>0et f(-1)=e ' -3+2=¢"1-1<0. On adonc:
f(=2) > fla) > f(=1)
donc par stricte décroissance de f sur | — 00,0] (avec —1 €] — 00,0], =2 €] — 00, 0], a €] — 0, 0]),

—2<a< -1

_ e*=3
2. Notons pour tout x €] — 00,0}, g(z) = &5=.

La fonction g est continue et dérivable sur | — oo, 0] et :

Vt €] — 00,0], |¢'(t)

D’apres I'inégalité des accroissements finis :

1
Va,y €] =00, 0], lg(x) —g(y)| < lz —yl
En particulier, pour y = «a, qui vérifie e® = 3 + 2a <= eQTf‘g =a<=g(la)=a,ona :

1
Ve E]_OO7O]7 |g(l’)—0¢| <§|l’—06‘
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Soit f : [a,b] — R dérivable. On suppose que f(a) = f'(a) = 0, que f(b) > 0 et que f'(b) < 0.

Montrer que f’ s’annule sur ]a, b[.

La fonction f est continue (car dérivable) sur le segment [a,b], donc est bornée et atteint ses bornes sur le
segment [a, b]. En particulier, elle admet un maximum en un réel ¢ € [a,b] :

dc € [a,b] / Vt € [a,b], f(t) < f(c)

Déja on ne peut pas avoir ¢ = a, puisque f(a) < f(b).

De plus, puisque f'(b) < 0, f(b) ne peut pas étre un maximum, car si f admet un maximum en b, on a
nécessairement fy(b) > 0.

Ainsi, le maximum de f est atteint en ¢ €]a, b[, on sait alors que f’(¢) = 0.
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Soit f une fonction continue sur [a, +oo[ dérivable sur ]a, +o00| telle que EIJP f(x) = f(a).
X (0.0
Montrer qu'il existe ¢ €]a, +oo[ tel que f/(c) = 0.

Si f est constante, alors il existe bien ¢ €]a, +oo[ (n’importe lequel) tel que f'(c) = 0.
Sinon, il existe b €]a, +oo[ tel que f(a) # f(b).

Posons y = M qui est une valeur intermédiaire a f(a) et f(b) : par TVI il existe x; € [a,b] tel que

y = f(z1).

Puisque lim f(x) = f(a), y est aussi une valeur intermédiaire a f(b) et lim f(x), donc par TVI, il existe
T——400 T—+00

x9 €]b, +oo] tel que y = f(z2).
On applique le Théoreme de Rolle & f sur [z, z2] (car continue et dérivable sur [z1,x2] et f(x1) = f(z2)), donc
il existe bien ¢ €]z, x2[Cla, +o0[ tel que f'(c) = 0.
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Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b], telle que e=%f(a) = e~ f(b).
Montrer qu'il existe un ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = f(c).

Soit, f une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b[ telle que e~ f(a) = e~*f(b).

Posons pour tout = € [a,b], ¢(x) = e *f(z).

Par produit, la fonction ¢ est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b|.

De plus, on sait que ¢(a) = ¢(b) par hypothese.

Donc d’apres le théoréme de Rolle, il existe un réel ¢ €]a, b[ tel que ¢'(c) = 0.

Or, pour tout x €]a,b[, ¢'(c) = (—e™ ) f(x) +
Comme ¢'(¢) = 0, on a donc f'(¢) — f(c) =0
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Soit f une fonction définie et deux-fois dérivable sur [0, +o00] et telle que :

Ve>0, f'(@)—f)>0 et f(0)=f(0)=0

Montrer que pour tout = > 0, on a f(z) > 0.
Indication : on pourra commencer par étudier g : x — e*(f/'(z) — f(x)).

Notons comme 'indication le suggere :

Va € [0, +oo[, g(x) = e (f'(z) — f(x))

La fonction g est dérivable car f et f’ le sont, et :

Va € [0,+00[, ¢'(z) = e"(f'(z) = f(2)) + e (f"(2) = f'(x)) =" (f"(x) - f(2)) 2 0

Ainsi, g est croissante sur [0, +oo[, et comme g(0) = 0, la fonction g est donc positive, et en particulier, on a :

Suivant la méme méthode, posons a présent :
Vx € (0,400, h(z) =e " f(x)
La fonction h est dérivable sur [0, +oo] et :
Vz € [0,+oof, I (z) = —e " f(z) + e "f'(x) =" (f'() — f(2)) 20

La fonction h est donc croissante sur [0,+oo[, et comme h(0) = 0, la fonction h est donc positive, et en
particulier, on a :

’Vac}(), f(zx) 20‘
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