Hypokhagne B/L Exercices Chapitre 6 - Dérivées

1 Calculs de dérivées, étude de fonctions

1
Soit f la fonction définie par f(x) = z(x)

Montrer que f réalise une bijection de [\/e, +o00[ vers un intervalle J & préciser.

Soit f une fonction définie et dérivable sur R.

Montrer que si f est paire, alors sa dérivée est impaire.
Montrer que si f est impaire, alors sa dérivée est paire.

Montrer les inégalités suivantes :
1.VxeR, e >z+1 3. Vz e R, |[sin(z)| < |z
22
- 4. VreR, cos(z)>1——.
2. Vz €] —1,400], ?gln(l—i—x)gx. - 2
v 5. Vx € [0, 5 [, 2sin(x) + tan(z) > 3z

Montrer que pour u >0 et v € R : uv < uln(u) + ¥~ L.

7r
- iz >0
5 si @

1
Montrer que pour tout = € R*, on a : Arctan(z) + Arctan <> = -

@ Montrer que la fonction f : z — 2Arctan< 2 4+1- x) + Arctan(z) est constante sur R et déterminer sa
valeur.

e V7 gig #0

Soit f définie sur R par : f(x) —{ 0 Gre0 "

Montrer que f est dérivable sur R et calculer sa dérivée.
2+ 31
On considere la fonction f définie par f(z) = w
1 —In(z)
1. Démontrer que f réalise une bijection de ]e, +oo[ sur un intervalle J que l'on précisera.

2. Déterminer f~1(—4). Justifier que f~! est dérivable en —4 et calculer (f~1)/(—4).

r—1

— .

@ Soit f la fonction définie sur |0, 1] par : f(z) =In
x

1. Montrer que f réalise une bijection de ]0, 1[ vers un intervalle J & déterminer.

1

1
2. Déterminer f~! (—2>. Justifier que f~! est dérivable sur R et calculer (f_l)' (—2>.

La fonction f : z — est-elle de classe C! sur R?

x
1+ |z

En reconnaissant des taux d’accroissements, déterminer les limites suivantes :

yeos(z) — 1 3. fim Sn(®) 5. fim &t

L alzli% X z—0 X 2—0 T
2. lmL_l 4. limM 6. li Arctan(z)
a—1 In(x) bty - Lim, o
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2 Equivalents usuels en 0

Calculer les limites des expressions suivantes aux valeurs indiquées.

In(1 + 22 In(4z2 — 22 + 1 1\*
1,Men0 . n(de Tt )en()et—i—oo 12. (ac—i— ) en +o0o
T T r—1
¥ —1 2
1. (14 7, en 1+ 1\*/?
2. ngln<1 x) en 0 ]n(l_\/;ﬁ_l) 13. <1+> en +oo et —oo
— T
1
In(z — 1 8.:r1n<1+>en+oo 2 _ 1\ %2

g -1y x 14. (m2 > en +oo

r=2 Vitaz-—1 == +1
9, ————en0
In(2 4 z) — In(2) et _ 1 In(z + 1)\ 2@

4. en 0 15. 1T et
exp(vV1+z)—e 10 In(2 — 22) en 1 ( In(z) ) enltet+oo
z—1 z—1 In(z +1)

5. premE i 1 (n e N¥) 11. (1 +22)@/7 en ot 16. itz en (0

3 Utilisation des Accroissements Finis

=
w

Tty Yy
Montrer que pour tout z € R, on a : |1 — cos(z)| < |z|.

1 1 x
Montrer que pour tous x,y € RT™, on a : < Zln ( + y> <

=
ot

T
Montrer que pour tout x € ]—5, ) [, on a : |tan(z)| > |x|.
Soit h la fonction définie par h(z) = In(1 + e~ %).

—
(=2}

Montrer que h est de classe C' sur son domaine de définition.

Démontrer que h admet un unique point fixe a et que « € [0, 1]

[y
=~
Bl

1
Montrer que : Vz € [0,4+00], |h(z) —a| < ilm —al.

1. Montrer que 1’équation e* = 3 + 2z, d’inconnue z €] — 00, 0] admet une unique solution « dans | — oo, 0],

puis justifier que —2 < o < —1.

e’ —3
2

<Lile—qof
\233 al.

2. Montrer que : Vx € R™, —

4 Exercices plus théoriques

Soit f : [a,b] — R dérivable. On suppose que f(a) = f'(a) =0, que f(b) > 0 et que f'(b) < 0.

Montrer que f’ s’annule sur ]a, b.

Soit f une fonction continue sur [a, +oo[ dérivable sur ]a, 4+o00[ telle que lirf f(x) = f(a).
r—r—+00
Montrer qu’il existe ¢ €]a, +oo[ tel que f'(c) = 0.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur ]a, b[, telle que e=%f(a) = e~ f(b).
Montrer qu’il existe un ¢ €la, b tel que f'(c) = f(c).

Soit f une fonction deux-fois dérivable sur [0, +oo[ telle que : Vo >0, f"(x) — f(z) > 0et f(0) = f/(0) =0
Etudier ¢ : 2 — e*(f'(z) — f(z)). En déduire que pour tout > 0, on a f(z) > 0.
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