Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle

Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

1. frz— V22243241 3. h:zw~ In(In(|z|)) 5. u:z > Ind(2)
1
| 513 " 1 6. w:xr— (14+2)s
2. g:x— 21 .v.m'—>nw2_1 7. z2:x— xy/—In(x)

1. Soit z € R. Alors :

1
f(z) existe <= 222 +32+120<= (z+1)2r+1)>0<=az< —louz > ——
1
=] oo o[ o]

22 —4#0

i $¢{—2,2} 3

2 _9 _°

g(x) existe <= :;H—i >0 <:>{ (22 4 3)(a% —4) > 0 <:>x€} 2, U |2,+0o0
x pe—

3
PP A
3. Soit € R. Alors :

h(x)existe<:>{|x’>0 (E,{ﬂf#o <:>{a:7é0

2. Soit x € R. Alors :

m(jz]) > 0 In(jz]) > In(1) | >1 < ® €T oo UL Fod]
[ Dy =] — 00, —1[U]1, +o0]|
4. Soit z € R. Alors :
22 —1+#0 240
v(x) existe <= 23: 1‘>0 <:>{x2_17é0 = reR\{-1,0,1}
22—

Dy =R\ {-1,0,1}

5. Soit z € R. Alors :
u(z) existe <= In(z) existe <= z= >0
D, =]0,4o0|
6. Soit x € R. Alors :

. 1 . 1
w(r) existe <= exp ( In(1+ :L')) existe <= { tz>0
x

£ 40 <~z €] —1,0[U]0, +o0[
| Dy =] — 1,0[U]0, +0] |
(Remarquons que w(z) a aussi un sens si z = —(2k + 1) avec k € N*, mais cela aura peu d’intérét

d’étudier w ailleurs que sur un intervalle).
7. Soit z € R. Alors :

_ {ln(x)existe {x>0 {a:>0 {$>0
z(z) existe <= =

—In(x) existe —In(z) >0 In(z) <0 r<1 > 7z €]0,1]

D, =]0,1]
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle

1—¢€”
Soit la fonction f définie par : Vz € R, f(z) = Tres
e
Déterminer le domaine de définition Dy de la fonction f, puis montrer que f est impaire sur Dy.

Puisque pour tout x € R, e* > 0, on a 1 + e® > 1, donc le dénominateur ne s’annule jamais. La fonction f est

donc bien définie sur D; = R. De plus pour tout = € R,

Cl—e® e (e —1) -1

=)= 14+e® e *(e? +1) et 41

—f(z)

La fonction f est bien impaire.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle

Etudier les axes et centres de symétrie des fonctions suivantes :

_332—536—7 e * _w2—:c—2 _5x+7

file) = . R fa(@) fal@) = 5

T 14e2 22—z —1

r—1

1. Pour tout = € R,
fi(z) existe <= z—-1#0<=z#1

Ainsi, le domaine de définition de f1 est D =] — oo, 1[U]1, +-00[

S’il y a une symétrie, les = doivent étre symétriques par rapport a 1.

Regardons donc fi(1 + h) et fi(1 — h) pour voir s’il y a une relation.

_(1—=h)?=5(1—h)—7 1—-2h+h?®—5+5h—7 h*4+3h—11 —h*—3h+11

1—h -
== = = ;
fany = AFN2=50+h) -7 142h+h-5-5h-T _h*-3h-11
! N (1+h)—1 - B = b
On a donc

[l —=h)+ fi(l+h)=—6
autrement dit, pour tout h > 0,

Si(l=h)+ fi(1 +h)

2
Autrement dit, le point de coordonnées (1; —3) est un centre de symétrie de la courbe représentative de
fi-
2. Le domaine de définition de fy est R. Regardons donc (sans autre indication) s’il y a une symétrie par

rapport a 0.
Pour tout z € R,

= -3

e e 1
fao( =) = l+er  efle®+1) 1+e®
On a donc .
+e*
fa@) + fol—2) = T

autrement dit, pour tout z > 0,

fo(@) + fa(—z) _ 1
2 2

Ainsi, le point de coordonnées (0; 2) est un centre de symétrie de la courbe représentative de fo.

’ 2
3. Le domaine de définition de f3 est R\ {1127\/5}’ donc est symétrique par rapport a %

1 h? -9 1 G
f3<2_|_h>___h2_i et f3<2_h>___h2_451

donc f3 admet un axe de symétrie d’équation x = %
4. Le domaine de définition de f5 est R\ {3}. et

2 PH5h+T 31 2 P —5h+7  -31

Zih 2 p L . .
donc fa(5+ );h(?’ ) =5, f1 admet un centre de symétrie, le point de coordonnées (%, 5).
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle

Pour chaque fonction suivante, déterminer le domaine de définition, puis étudier ses variations sans dériver

en étudiant une composition de fonctions monotones.

1. frxre VE® 3. frxr— /1—-—In(1+x) 5. f:z+— (In(e™® 4+ 1))?
2. frx— y/In(e7® —1) 4.f::v»—>\/#ﬁ 6. f:x—Vertr -1

1. f:az— e V27 est définie sur | — oo, 2].
t — 2 — t est décroissante sur | — oo, 2], a valeurs dans [0, +o0[
u — y/u est croissante sur [0, 4o00[, & valeurs dans [0, +0o0]
v — —t est décroissante sur [0, +0o|, & valeurs dans | — 0o, 0]
w — e est croissante sur | — oo, 0], & valeurs dans |0, 1].
Par composition, on en déduit que f est croissante sur | — 0o, 2], et & valeurs dans ]0, 1].

2. f:xz— y/In(e=* — 1) est définie sur | — oo, — In(2)].
t — —t est décroissante sur | — oo, —In(2)], a valeurs dans [In(2), +o0]
u > e" est croissante sur [In(2), +oo[, & valeurs dans [2, +00]
v — v — 1 est croissante sur [2,4+o00[, & valeurs dans [1, +o0]
w — In(w) est croissante sur [1,4+o00[, & valeurs dans [0, +-00]
z + \/z est croissante sur [0, +o0[, & valeurs dans [0, 00|
Par composition, on en déduit que f est décroissante sur | — oo, — In(2)], et & valeurs dans [0, +-o00].

3. frx— /1 —In(1+x) est définie sur | — 1,e — 1]
t + 1+t est croissante sur | — 1,e — 1], a valeurs dans |0, €]
u +— In(u) est croissante sur ]0, e], & valeurs dans | — oo, 1]
v — 1 — v est décroissante sur | — oo, 1] & valeurs dans [0, +00]
w — y/w est croissante sur [0, +00[, & valeurs dans [0, +o0].
Par composition, on en déduit que f est décroissante sur | — 1,e — 1], et & valeurs dans [0, +oo].

4. frx— Jl—leﬁ est définie sur ]2, +ool.
t — 2 — t est décroissante sur |2, +00[, & valeurs dans | — oo, 0]
u — e* est croissante sur | — oo, 0] a valeurs dans ]0, 1]
v — 1 — v est décroissante sur |0, 1[ & valeurs dans |0, 1]
w — y/w est croissante sur |0, 1[ & valeurs dans |0, 1]
2+ 1 est décroissante sur ]0,1[ & valeurs dans ]1, +00]

Par composition, on en déduit que f est décroissante sur |2, +oo[, et a valeurs dans |1, +o0].

5. f:x— (In(e™® +1))? est définie sur R.
x +— e ¥ 4+ 1 est décroissante sur R, & valeurs dans |1, +o0[
t — In(t) est croissante sur |1, +oo[, & valeurs dans |0, +o0[
u + u? est croissante sur |0, +oo[, & valeurs dans 0, +o0|
Par composition, on en déduit que f est décroissante sur R et & valeurs dans |0, +oo|.

6. f:x— VeXt® — 1 est définie sur [—2, +0o0.
x + 2T — 1 est croissante sur [—2, +00[, & valeurs dans [0, +o0[
y — /y est croissante sur [0, +-00[, a valeurs dans [0, 4-00[.
Par composition, f est croissante sur [—2, +ool, et & valeurs dans [0, +oo[.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle

Tracer le graphe de la fonction f définie par f(z) = \/z sur U'intervalle [0, 4]. En déduire comment tracer
le graphe des fonctions : x — f(x) + 3, x— f(x+3), f(22), 2f(z).

fix+

2019-2020 Lycée du Parc 7/19



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle

La fonction f est définie sur R, de période 1, et vérifie : pour tout réel = de [1,2], f(x)

courbe représentative de la fonction f et déterminer I'expression de f sur l'intervalle [—1,0]

In(x). Tracer la

2019-2020 Lycée du Parc
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle

1
@ Soit f définie sur R telle que : Vz € R*, f(z) <1-— —. Justifier que f est majorée sur R.
55

Pour tout z € R, 22 > 0, ainsi pour tout € R*, on a 1 — 9712 < 1. On a donc
Ve e R, f(z) <1

On veut trouver un réel M tel que Vx € R, f(z) < M.
Prenons My = max(f(0), 1), alors, on a bien :

Vo e RY, f(x) <1< M et aussi f£(0) < My

ainsi, on a bien pour tout x € R, f(z) < M. Ainsi, f est majorée.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle

i
1+
1. Sur [0, +o0[ la fonction f admet-elle un maximum ? un minimum ?

Soit la fonction f définie sur [0, +o00[ par f(x) =

2. Montrer que f est bornée sur [0, +o0o[. Déterminer ses bornes inférieures et supérieures.

(r+1)—-1 . 1

R :Vz >0, = _ .
emarquons que : V& f(z) T2 + T+ 2
Pour a et b positifs, on a :
b= lta<lib— >+ — 14 L osqy P b o gy
X X = - = = = a) =z
. . l+a” 1+0b 1+a 1+bl+a” 1+b

Ainsi, la fonction f est décroissante sur [0, +oo]

Nécessairement, f atteint son maximum en 0 : f(0) = 0.

De plus, on voit que Yz € [0, 4o0[, f(z) > —1, donc finalement : Vo € [0, +o0[, —1 < f(z) < 0.

La fonction f est donc bornée.

Cependant, f n’admet pas de minimum. En effet, f va diminuer pour se rapprocher de —1 mais ne va jamais
I’atteindre :

1+z
La borne supérieure de f est son plus petit majorant, c’est donc ici le maximum qui est 0.
La borne supérieure de f est son plus grand minorant, c’est donc ici —1 : ¢’est un minorant, et on ne peut pas

flz) = —-1<== =—-1l<—= —1x=-2—-1<= —1=0 :impossible

en avoir de plus grand.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle

ow(3])-[ 2]

cosTH(N) = cos~1({0,1}) = cos"L({0}) U cos 1 ({1}) = {g tkm ke Z} U {2kr, k € Z)}.
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle

Pour chaque fonction, pour tout y dans l’ensemble d’arrivée, déterminer le nombre d’antécédent(s) de

y: R — R .R\{I/Q} — 4:1?1[3_5 . R\ {1} — Rl\i_ml}
i s 2?4 3a44 h T —_ oz
6x — 3 11—z
1. Soit y € R. Cherchons tous les « € R tels que

22 +3x +4=y

autrement dit 222 + 3z + (4 —y) = 0.
A=9—84—y)=8y—23.
Si 8y — 23 < 0, alors y n’admet pas d’antécédent par f dans R.

Si 8y — 23 = 0, alors y admet un unique antécédent par f dans R.
Si 8y — 23 > 0, alors y admet exactement deux antécédents par f dans R.

L’application f n’est ni injective, ni bijective.

. Soit y € R. Cherchons tous les x € R\ {1/2} tels que

dr+5
6r—3
4o +5
V=g 3<:>(6:):—3)y:4x—|—5<:>6xy—43::5+3y<:>:1:(6y—4):5+3y
a:'_

Si 6y — 4 # 0, alors y admet un unique antécédent par f dans R.
Si 6y — 4 = 0, alors y n’admet aucun antécédent par f dans R.

L’application g est injective, mais non surjective.

Soit y € R, avec y # —1.Cherchons tous les z € R\ {1} tels que

I+z
11—z
1+x 11—y y—1
= — (1- =1 = —ry—r=1-y<=uz= =
e (1—-2)y +x Yy —x Y x 1 i1

Donc y admet un unique antécédent par f dans R\ {1}.
L’application h est bijective.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle

R — R R — R
Soit f : et +e T etg: et —e % .
T o=

1. Déterminer si f est injective, surjective, bijective.

2. Montrer que g est bijective et déterminer sa bijection réciproque.

1. Remarquons que la fonction f est paire.

Ainsi, par exemple f(1) = f(—1), donc f ne peut pas étre injective.

De plus, Vz € R, on a clairement f(x) > 0, donc tout réel y strictement négatif n’admettra pas d’anté-

cédent par f : f ne peut pas étre surjective.

2. Soit y € R. Montrons qu'’il existe un unique = € R tel que y = g(x).

e — e
y=g(z)=y= 5

=2y =e(e* 1)
= ey = — 1
= e —ye® —1=0

= X?-2X —-1=0 avec X =¢°
=S X=y+Vy’+louX =y—y2+1
e =y+Vy?+1lou e’ =y—

< rz=In(y++vy>+1)

Ainsi, pour tout y € R, il existe un et un seul antécédent par g qui est x = In(y + /y? + 1). On a donc

1 R —

R
g y — In(y+Vy?+1)
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Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle

Hypokhagne B/L

R
z

) —
Soit f : R
1+ 22
1. Déterminer les images réciproques f~1 ({1}) et f~! ({%}) L’application f est-elle injective ? surjective ?
1

2. Montrer que la restriction de g de f a |1, 4o00[ est bijective de |1, +o0[ vers |0,1/2[, et déterminer g~

R
x

1. Pour déterminer f~1({1}) on cherche tous les antécédents de 1 par f

f(gg):1<:>1_f72:1<:>:c2—1:+1:0: pas de solution
T —
A0

Donc f~({1}) = 0. La fonction f n’est donc pas surjective.

Pour déterminer f~!({1}) on cherche tous les antécédents de 1/3 par f :

1 T 1 5 3+5
/(@) 3 1422 3 L_ort v 2

A=5

3=v6 3*‘/‘?’}. La fonction f n’est donc pas injective.

Done f1({1/3}) = {3575, 25

2. Notons :
J1,+o00[ — ]0,1/2]
g: T
x —

1422

Soit y €]0, 1/2[. Résolvons dans |1, +oo] '"équation f(z) = y.

1+ /1 —4y? 14+ /1 —4y?
—y<:>yx2—x+y:0<:>x:—y<:>x:u
—_— 2y z>1 2y

ﬂﬂzy@#lfﬁ—

A=1-4y2>0

En effet pour la derniére équivalence :

14+ 4/1—4y?
tEvITA >1 <= /1—4y?>2y—1 :toujours vrai
2y N——

négatif

1—+/1—4y2

2—y >1e= /1 —4y2 < 1-2y <= 1-4y? < 1-dy+4y? <= 4y < 8y? «— 1 < 2y : faux ici
Y

Ainsi, finalement, pour tout y €]0,1/2[ 'équation f(x) =y admet exactement une solution dans 'inter-

valle ]1/3] et
1+ /1 — 4y?

y=f(z) = x= 5

Ainsi :
10,1/2] — 11, 4+o00]

-1
: 1+ +/1— 42
g + Yy

Y 2
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle

1. Etudier et tracer les courbes représentatives de f : 2 — tan(Arctan(z)) et g : @ — Arctan(tan(z)).

2. Mont tout 7 € R, cos(Arctan(z)) = ———— et sin(Arctan(z)) = ——
. Montrer que pour tout x , cos(Arctan(z)) = ——— et sin(Arctan(z)) = —.
anep V1+a2? V1422
3
3. Montrer que Arctan(2) + Arctan(3) = Zﬂ
1. La fonction f est définie sur R (car Arctan est définie sur R, & valeurs dans | — 7/2,7/2[, donc

tan(Arctan(x)) a bien un sens pour tout x), et par définition :
Vz € R, f(x)=tan(Arctan(z)) =z

La fonction g est définie sur R\ {g + km, k € Z} (la ol tan(x) existe), et on sait que par définition :

Yz e} " ”[, Arctan(tan(z)) = =

272
Remarquons que de plus, la fonction g est impaire (car tan et Arctan le sont), et g est m-périodique (car
tan l'est). On en déduit le graphe de g :

-10 4
% -7 tan{Arctan(x)) |

% -» Arctan{tan{x)) |

2. Soit z € R. Notons y = Arctan(z) (on a donc tan(y) = z). Alors :

i 1
:;I;((Z)) = = sin(y) = x cos(y) = sin*(y) = 22 cos?(y) = 1—cos?(y) = 22 cos’(y) = cos*(y) = 1522
1
Or, y = Arctan(z) €] — /2, 7/2| donc cos(y) > 0. Ainsi, | cos(y) = —— |.
y () €] — 7/2,7/2{ done cos(y) )= =
2
De la méme manicre, on obtient sin?(y) = 22(1 — sin(y)) = sin®(y) = 1_::_72
x
x
Enfin, puisque sin(y) est du méme signe que z, on en déduit : |sin(y) = —— |.
puisq (v) gne q () it
243 5 o
3. Notons o = Arctan(2) + Arctan(3). Alors tan(a) = 1-9x3-_5° —1. Ainsi, tan(a) = —1.
Donc il existe un k € Z tel que a = _Tﬂ + km. Or, 0 < Arctan(2) + Arctan(3) < g + g = 7, donc
. . 3T
nécessairement k =1 et a = T
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle

Montrer qu’une fonction périodique et monotone sur R est constante.

Supposons que f soit T-périodique (7" > 0), et par exemple croissante sur R.

Prenons a € R quelconque, alors f(a) = f(a+ T) par périodicité.
Or, f étant croissante sur [a,a + T, on a :

Veela,a+T], a<e<a+T = f(a) < f(z) < fla+T)= f(z)= f(a)

Ainsi, f est constante sur I'intervalle [a, a+ T, donc puisque f est constante sur toute la période, f est constante
sur R.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle

Soit f : R — R une fonction telle que f o f soit croissante sur R et f o f o f soit strictement décroissante

sur R. Montrer que f est strictement décroissante sur R.

Soient a, b deux réels tels que a < b.

Supposons qu’on ait f(a) < f(b). Alors, puisque f o f est croissante, on aurait f o f(f(a)) < fo f(f(b)), soit
fofof(a)< fofof(b).Or, fofof eststrictement décroissante sur R. Ainsi, puisque a < b, on devrait avoir
fofof(a)> fofof(b):on arrive & une contradiction.

Ainsi 'hypothese f(a) < f(b) était nécessairement fausse! On a donc obligatoirement f(a) > f(b).

On a donc montré que si a < b, alors f(a) > f(b). Autrement dit, f est strictement décroissante sur R.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle

Soient f: E — F et g: F — G deux fonctions.

1. Montrer que si f et g sont injectives, alors g o f est injective.

2. Montrer que si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.

1. La composée de deux applications injectives est injective.
Soit f : ' — F injective et soit g : F' — G injective.
Montrons que go f : E — G est injective.

Soient z, 2’ € E tels que go f(x) = go f(a'). Alors

go fx)=go fa') = g(f(@) = g(f(') L2 f(@) = f(2/) EE v =2

Donc g o f est bien injective.

2. La composée de deux applications surjectives est surjective.

Soit f : ' — F surjective et soit g : F' — G surjective.
Montrons que go f : E — G est surjective.

Soit z € G. Puisque g est surjective, Jy € F tel que z = g(y). Or, f est surjective, donc puisque y € F,
Jz € E tel que y = f(x) et donc z = g(f(x)) = go f(x).
Donc g o f est bien surjective.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 4 - Fonctions d’une variable réelle

Soient f: E — F et g: F' — G deux fonctions.

Montrer que si g o f est injective, alors f est injective.
Montrer que si g o f est surjective, alors g est surjective.

Montrer que si g o f injective et f surjective, alors g injective.

= 80 =

Montrer que si g o f surjective et g injective, alors f surjective.

1. Supposons go f : E — G injective.
Montrons que f est injective.

Soient x, 2’ € E tels que f(z) = f(a').

Donc g o f est injective.
2. Supposons g o f surjective.
Montrons que g est surjective.

On sait que Vz € G, 3z € E tel que z = go f(z) = g (f(x)). On a écrit z = g(y) avec y = f(z) € F.
Donc g est surjective.

3. Supposons go f: E — (G injective et f surjective.
Montrons que g est injective.

Soient y,y" € F tels que g(y) = g(v').
Puisque f est surjective, Ir € E / y = f(z) et 32’ € E / 3/ = f(2). Donc

/

9W) = 9(t/) = g(f(2)) = g(f(z) = go f(x) = go f(&) "L s =&/ — f(a) = f(a') = y =y

Donc g est bien injective.

4. Supposons g o f: E — G surjective et g injective.
Montrons que f est surjective.

Soit y € F. Alors g(y) € G. Or, g o f surjective. Donc 3z € FE tel que g(y) = g o f(x). Ainsi

9(y) = go flz) = g(y) = 9(f(2)) L2 y = f(x)

et donc on a écrit y = f(x) avec x € E. Donc f est bien surjective.
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