Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

1.
21 = (B3+20)(54+1) —(2—i)(1+i) = (15+13i +2i%) — (2 +i — %) = (13 + 13i) — (3+1) = |10 + 123
2.
1 1—(+4)  —i  —i(l—i) —i+i? 1 1,
29 = - — 1= - = - = = = —— — —3
141 141 141 2 2 2
3. Onail =i,i2=—-1,i=—4,i* =1, =4, i = —1,... par une récurrence immédiate on obtient :

1 sin =4k

7 sin=4k+1
-1 sin=4k+2
—1 sin=4k+3

4.
. C(2+49)?  (A+4i+?)(1+30)  B4+4)(1430) 3-12+4i+9i —_9+§i
YT 18 1+9 B 10 B 10 110 10
5.
25 = (i — V2)3 = ¥+ 3i%(—V2) + 3i(—V2)? + (—V2)? = =i + 3V2 + 6i — 2V2 = | V2 + 5i
6.
1 1 1 -2 —2(1—1) :
26—1—_—;2—_1_2-—1“— B =[-1+i]
i+ 1 2
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

@ Résoudre dans C les équations suivantes d’inconnue z :

l.iz—3=2+2i+3i+1)z 8. 224 —522-12=0
2 —
2. 22+4=0 9. 3iz+ (1+i)z+1=—8(1+1)
3. 22-42+13=0 -
4, 22 -22+5=0 10. 322+ 2iz = — +1
2 1 4
5.22—V2z+3=0 s
6. 422 + 42 + 101 = 0 I {2 1) =2
7. 224+22-80=0 12. (22+1)3 = (2 —1)3
1.
—3-2 (-3-2)(2-2) —10+2 541
i2—3 = 2420+ (3i+1)z <= (242i)z = —3-2i = » = 2+2il_( 42(4 ) _ 8+ - 4“
-5 1
2.
P4 =0=22- (202 =0<= (2 —2i)(2+2i) =0 = 2 = +2i
S = {—2i;2i}
3.
_ 4+iv/36
z2—4z+13:0A<:>36z=+<:>z:2i3i
S ={2-3i;2+3i}|
4.
__ 2+ /16
z2—2z+5:0A<:§62:+<:>z:1:|:2i
S = {1—2i;1 +2i}
5. , , 7
1 1 1 1 1 2
z z+ 0=z 2 z+ O<= |z 0z
; () () ~0=(-7) 5
2
2
6.
) ) ) _ —1410i
42° 4424101 = 0 <= [(22+1)"—1]+101 = 0 <= (22+1) :—100<:>2z+1:i(101)<:>z:T
-1 _ -1 _
8{2—52,24-5@}
7.
P2 422-80=0<=[(2+1) -1 -80=0+= (2+1)? =8l <= 24+ 1==9
S ={-10;8}
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

8. En posant Z = 22, on a :

2:4 52 -12=0<=222-527-12=0

_ +11
azizt , S+ ;

<:>Z:4 ou 227

2
3

— 22=4 ou z2z<i 2)
/3
< z2z=12 ou z==4 5

/3 /3
S= {—2,2,—1\/;1\/;}

9. En posant z = x + iy avec x,y réels, on a :

Biz+ (1+0)Z+1=—8(1+1i) < 3i(x +iy) + (1 +i)(z —iy) + 1 = —8 — 8i
= [2y+ar+1]+idr —y]=-8-8i

oy 4l=—
{ Ty 8 (identification parties réelles/imaginaires)

4o —y=—8
=1
y=+4
z=—-1+43
S ={-1+4i}|

10. En posant z = x + iy avec x,y réels, on a :
_ . 7T . . . . 7T
322+212=Z—i—l<:>3(x+zy)(:c—zy)+21(:z+zy):Z-i—z
7
<:>3(3:2+y2)+2ia:—2y21+i

2 2 9, '
= { 37+ 3y" =2y 4 (identification parties réelles/imaginaires)
2z =1

1

T ==

— 2
{3y2—2y—1:0

==
— 2 -1
yzlouy:?

_l 11,
<:>Z—2 (4 OUZ—2 3’L
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

11.
(z+1P3 =2« (z+132-22=0

= (z+1) =2 ((z+1)°+(z+ 1)z +2*) =0

<:>22+2z—|—1+22+z+z2:0

«—3224324+41=0

L —3+iV3
N 6
1 3 3

12.

(22413 =(z-1P3 = 22 +12 - (z-1)%*=0
= [2z+1) - (z-D] (22 4+1)°+ 2z + 1)(2 — 1) + (2 — 1)*) =0
—= 2+ 2722+ 24+1)=0

—1 +12v27
<—=z=-2 ou z2=——7—
14
S_ 9. —1 =27  —1+1iV27
N ' 14 ' 14
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

Soit a un réel strictement positif. Résoudre dans C les équations suivantes :

1. 22=a 3. 22 =ia 5. 22 = —a®
2. 22 = —a 4. 2% = —ia 6. 22 = ia®
. 22=a<+=22=(Va)’ <= z2=va ou z=—a
S ={+tVa}
2. 22 = —a =22 = (iva)? <= z=iya ou z=—iya
S = {£iVa}
2 . o
3. z2:ia<:>22:<e’4\/6> = z=¢c"1\/a ou z=—€1\/
S = {+e'1\/a}
2 .
4. zQ:—ia<:>z2:(e z4\/&> = z=e¢'1y/a ou z=-e"1\/a
S ={+e i \/a}
5. 22 = —a? <= 22 = (ia)’ <= z=1ia ou z= —ia
S = {+ia}
2 - .
6. 22 =ia® = 2% = (e“a) <= z=¢"1ta ou z=—¢€'t1a
S = {+e'ia}
2019-2020 Lycée du Parc
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

Résoudre dans R chacune des équations suivantes, et placer sur le cercle trigonométrique les points associés

aux solutions :

1. cos(z) =0 5. cos(3x) = —1/2 9. cos?(x) = cos(x)
2. v2cos(z) = -1 6. cos(x + 1) = cos(2z — 1) 10. cos(z) = sin(x)
3. sin(z) = —1/2 7. 2sin?(z) — 7sin(z) + 3 = 0. 11. cos(x) = —sin(x)
4. sin(z) = 1. 8. cos?(z) = 3/4 12. sin(2z) = cos (z + %)
2
1. cos(x):O<:>3k€Z/x:g+k:7T: 7T+2 i

2. V2cos(z) = —1 <= cos(x) =

V2 (371'
—— <= cos(z) =cos | — | = ou

EIkEZ/x:%T—G—2k7T

2 4 3

EIkEZ/x——Z—i-Qk:Tr

S:{@kZ$T kez}u{@kzwf keZ}

3. sin(z) = —1/2 <= sin(x) = sin

( 77) HkEZ/l’:%ﬂ-FQkﬂ'
—E <~ ou

E”{JGZ/QZ:_TM—FQIWT

mk—17 keZ}U{u%gah,keZ}

4. sin(z) =1<=3Jke€Z | z=

o=

2
cos(3z) = —1/2 <= cos(3x) = cos < ﬂ) = ou

+ 2k

3:{g+%m keZ}

2
3keZ/3x:é3+%w

3 —2
\3keZ/3x:—§3+%ﬂ

( 2r  2km
dk e Z = — 4 —
[e=3+73
~—{ ou
-2 2km
dk e Z = — 4+ —
[o=—g+3

=

mkgmﬁ kez}u{mk;m@ keZ}

2019-2020
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

keZ/x+1=20—1+2kn
cos(z + 1) = cos(2z — 1) <~ ou
keZ/x+1=-2x+1+2kn
keZ)x=2—2knr
<= (¢ ou
dke€Z ) 3x=2kn

52{2];”, keZ}U{2+2k7r, ke Z)

7. En posant X = sin(z), on a :

2sin®(x) — Tsin(z) +3 =0 <= 2X2 - 7X +3=0

e x=T1E0
4
-1
<— X=3 ou X= -
1
<=sin(z) =3 ou sin(z)=—=
N———— 2
impossible
EIkeZ/x:%W_;_Q]W
<~ ou

5
akeZ/szﬂﬂlm

Ainsi
6 6
8.
cos?(x) = 3/4 <= cos(z) = 73 ou cos(x) = _;/3
s T
<= cos(x) = cos (6) ou cos(x) = cos <6>

+
EIk:eZ/x:%—l—Qk‘W

< ou

+
E”CGZ/JJZ%“FQ’C?T

S:{W,kez}u{w,kez}u{w,kez}U{(l%gaﬁ,kez}
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

cos?(x) = cos*(x) <= cos?(1 — cos*(x)) =0
<= cos(z) = 0 ou cos(x) =1 ou cos(z) = —1

@éﬂkEZ/x:kg

km
S—{Q, keZ}

10. cos(z) =sin(z) <= Ik €Z | x = % + km

Sz{%—i—kﬂ, keZ}

11. cos(z) = —sin(z) <= Ik € Z | x = —% +km

5:{_”+lm, keZ}

4
12.
sin(2x) = cos (5134—%) <= cos (g—%) = cos (:U—I—%)
( EIkeZ/g—2x::r+%+2k7r
< (¢ ou

kel )T —2=—x— 1 +2%n
\ 2 6

EIkeZ/x:g—%w
< ou

2
EIk:eZ/x:g—%w

T 2
5_{§+21m, keZ}U{3+2lm, keZ}
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

Soit x un réel tel que tan(z) = /5 et cos(x) < 0. Calculer cos(z) et sin(z).

Notons a = cos(x) et b = sin(x).
b

On cherche donc a et b tels que a < 0, a® + b2 =1 et — = V/5.
a

b b? 9 9
*:\/5:>$:5:>b = da

a
Donc . .
2 | 12 2 2 2 a<0 —
a+b=1—=a"+5a"=1—a" == —a=—
6 V6
Ainsi,
V6
cos(x) = ——
6
et

V6 V30
6>\/5: 5

sin(z) = cos(x) tan(z) = (—
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

@ En remarquant que — o7 _T 4 il calculer cos 5_7r sin 5—7T tan — o7 . En déduire cos 7— sin — m tan 7—7T
uab e o= 27 % 12’ %M1 g 127 Mg g
On applique les formules d’addition :
oY _ (E n E)
CoS )= cos 16
(3)cos (5) —sin (3) s (5)
= — — ) —sin|—)sin (=
cos 1 CoS 5 S 1 S 6
V2 V3 V2 1 |V V2
2 2 2 T2 4
et
. 5%3 . <7r . 7r>
in|{-— ) =sin{—+ =
1) TG T
i () cos () +eos (3) sin ()
=sgin(—)cos|(—= cos sin | =
4 6 6
2 T2 2 2 4
Par quotient, on en déduit que :
. <5w> sn(3)  Vo4v3 Vil
1 _— = = =
12 cos(33)  V6-+v2 |V3-1
T 5% . oy
Comme =" 1" applique les formules de symétrie :

7T

COS <12
. 7T

Sin | — =
12

Par quotient, on a finalement que :

2019-2020

>:COS<7T—12

51

)

V2— /6

V2+ V6

>_ﬂ+ﬁ_1ﬂ@
CV2-V6 1B
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

En remarquant que 3z = z + 2z, exprimer cos(3z) en fonction de cos(z) et sin(3z) en fonction de sin(z).

cos(3z) = cos(x + 2x)
= cos(z) cos(2x) — sin(x) sin(2z)
= cos(z)(cos®(x) — sin’(z)) — sin(z)2 cos(z) sin(z)
3

= cos®(z) — cos(z) sin?(x) — 2 cos(z) sin?(z)

= cos’(x) — 3cos(z)(1 — cos*(x))

(co
()
= cos®(x) — 3 cos(x) sin?(z)
()
(

=|4cos®(x) — 3cos(x)

et
sin(3z) = sin(x + 2x)
= sin(x) cos(2z) + cos(x) sin(2x)
= sin(x)(cos®(x) — sin?(x)) + cos(x)2 cos(z) sin(z)
= sin(z) cos®(x) — sin®(z) + 2 cos?(z) sin(x)
= 3sin(x) cos?(x) — sin®(z)
= 3sin(z)(1 — sin?(x)) — sin®(z)
=|3sin(x) — 4sin®(x)
2019-2020 Lycée du Parc
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

Calculer cos (%) et sin <g) En déduire cos (3%) et sin (3%)

On sait que :

et

Ainsi

et

2 1

cos(2z) = 2cos(z) — 1 = cos?(z) = cos(;)—l—
1-— 2

cos(2z) = 1 — 2sin’(x) = sin?(z) = cgs(:/u)

cos? (z) _cos(m/4)+1 §+1_2+ﬁ
8/ 2 2 4

8

sin? (77) 1 —cos(m/4) 1—@ 2 -2
N 2 2 4

Puisque cos(7w/8) > 0 et sin(r/8) > 0, on en déduit que :

Et par symétrie,

et

2019-2020
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

@ Déterminer le module et un argument des complexes suivants :

1. 21=1+1 3. z3=1+3i 5. 25 = —/2i
2. z0=1—1 4. 24 = —2 6. 26=(1+\/§i)5

—_

.zl =V1+1=+2et alors :

. V2 V2, ™ .. T iz
a= (s ) =2 (- )~ o (5) o (5)) -

2. On a directement zo = Z7, donc :
3. |z = VI +3=+V4=2et alors :
1 3 o
23 =2 (2 + \2f2> =2 (cos (g) + i sin (g)) = 2¢'3
4. On a directement z4 = —2 =

5. On a directement z5 = —/2i = /26" x ez = \/iei%r

s 5 -5
6. 26 = (1+V/3i)° = 25 = (2&@) = |2%¢i%F

2019-2020 Lycée du Parc 13/24



Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

1+t
Soit t € R. Déterminer le module de z; = t% + 2it — 1 et de 29 = %, simplifiés au maximum.
— 1

2
1. On a2+ 2it — 1 =2+ 2it +i2 = (t+ )% Donc : |z1| = | (t +1)?] :|t+z'\2:( t2+1> =2 +1]

1+t ’1+it’ ‘2’3’ ’23‘
Il T Il =l

2. Notons z3 =1 +it. On a alors : |z9| = ‘

2019-2020 Lycée du Parc 14/24



Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

Soit 0 € [0, 27]. Mettre les complexes z; = € 4+ 1 et 23 = 1 — €% sous forme exponentielle.

1. Soit 6 € [0, 27]. En factorisant par 1’angle moitié, on obtient :

. , . A 0\ .
z1=1+4¢€"? = ei2 (e‘zg + e’g) = 2cos <2> ei2

0
ler cas: si cos <2> >0« 0<0<m, alors:

(S5

0 .
z1 = 2 cos <2> e’

qui fournit exactement la forme exponentielle de z1.

0
2éme cas: si cos <2> <0< 7 <0 <2, alors :

0 o
21 = (—2 cos <2>) el tim

qui fournit exactement la forme exponentielle de z1.

2. Soit 0 € [0, 27]. En factorisant par angle moitié, on obtient :

zp=1-¢" = ¢'s (e_ig - eig) = —2isin <Z> ei? = 2sin (g) i35

0 0
De plus, pour 6 € [0,27], on a B € [0, 7], donc sin <2) > 0. Alors, lécriture :

0\ .o_.x
29 = 2sin <2> 513

fournit exactement la forme exponentielle de zo.

2019-2020
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

En remarquant que z = 2/ <=
les solutions sous forme algébrique.

1. 22=8—6i

2. 22=2-3i\/5

1. En notant z = = + iy avec z,y € R,
22 =8—6i

2. En notant z = x + iy avec z,y € R,

22 =2-3iV5

2019-2020

x+iy)? =8 —6i
z? — y?) + 2izy = 8 — 6i

,y) = (3’_1> ou (IE,Z/) = (—3’ 1)
z=3—1to0ouz=—-3+1

S={3-i; —3+i}]

z+iy)? =2-3iV5
22 — ) + 2ixy =2 - 3iV5

x?_yQ —9

=-3v5

=v44+9x5
=7
=2
=-3v5

— (
— (
= 2xy
2 + y2
%+ y2
2 _ y?
2zy

!

!
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

Résoudre les équations suivantes dans C en cherchant les solutions sous forme exponentielle.

3

i 4. 254+64=0
V2(1 —1i)

+ 4i 5. 2" =1 (pour n entier, n > 2)

z
2. 23 =4
25 =4

Dans ce qui suit, on notera z = pe’ avec p >0 et 6 € R.

1.
z5:z<:>(pei0)3—1><ezz
<:>p3ei39_1><ezg
p* = _
— 3keZ/39:5+21m
{p:1
— T 2km
dkeZ/0=—-+—
/ 6+ 3
i i 3T
< z=1xe'souz=1xe"s ouz=1xe"2
S:{ei%;ei%;_i}
2.
23:4\/5(1_2')<:>(pei9)3:8><e_l%
<:>p36¢39:8xeﬂ%
p* =38
A EIkEZ/BG:_TW+2k7T
{p:2
— -7 2km
ke /=—4+—
/ 12+ 3
<:>Z:2><67i1l2()11;;:2)(61'%r 0uz:2><e5i§
S = {26_% ;2115 261'57”}
3.

2P =44 4i = (pe?)° = 4V2 x €'F
— p56i50 — (ﬂ)&i % ei%
p° = (V2)° _
EII{:EZ/E)G:Z—FQ]W
p=12
™o 2k

keZ /0=
CLI0=51

. ;om 17 257
= 2=V2xeTouzrz=vV2xe0 ouz=v2xe2 ouz=+v2xe30 our =2

s ;o i 17n ;51 33
S:{ﬂxe’m;\/ixelzo;\/ixelm : V2 x el ;\@xelzo}

2019-2020 Lycée du Parc
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

5464 =0 (p)6 = (~1)28

0i0 — o

,06:26
‘:*{ k€T /60 =n+2%n

p=2
2
= EIkGZ/Ozg%—%

iz i3 5% i

= z=2Xe'6ouz=2xe'6 ouz=2xe’¥souz=2xe6 ou
;9T G
z=2Xe'6 ouz=2Xe"'6

o.
=1 (pe)" =1

s ple™ =1 x

= =1
3k eZ ) nf=2knr
p=1

— 2k
ke /o=""

S= {egfw, kel0,n— 1ﬂ}
2019-2020
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

Démontrer les formules suivantes pour tous réels a et b.

cos(a) + cos(b) = 2 cos (QT_b> cos (a ; b) : cos(a) — cos(b) = —2sin (QT_I)) sin (a ; b)

sinfa) -+ snt) = 2cos (Yo (30 sina) — ) = 20t (52 ) con (410

1. cos(a) + cos(b) = Re(e’@) + Re(e®) = Re(e!® + ')
Or

Donc en prenant la partie réelle, on obtient bien que

cos(a) + cos(b) = 2 cos (Cb2—b> o <a ' b)

2. cos(a) — cos(b) = Re(e™®) — Re(e??) = Re(e™® — e™)
Or

_ 9 a—>b a+b +isin a+b
= 24 sin 5 cos 5 18 5

Donc en prenant la partie réelle, on obtient bien que
—b b
cos(a) — cos(b) = —2sin <a 5 ) sin (a;— )

3. sin(a) + sin(b) = Im(e'*) 4+ Im(e®) = Im(e'® + €')
Or on a déja calculé € + e = 2 cos (“T_b) [cos (“T'H)) + ¢ sin (“T"'b)], donc en prenant les parties imagi-
naires, on obtient bien que

sin(a) + sin(b) = 2 cos <“;b> sin <a -2i‘ b)

4. En utilisant la relation précédente, on a :
b —b
sin(a) — sin(b) = 2 cos <(l;_> sin (a 5 >

2019-2020 Lycée du Parc 19/24




Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

Démontrer que pour tous réels a et b : cos(a) cos(b) =

De méme, exprimer sin(a)sin(b) et sin(a) cos(b) en fonction de cos(a + b), cos(a — b), sin(a + b), sin(a — b).

% (cos(a +b) 4 cos(a — b)).

cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) (L1)
cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a)sin(b) (L2)

En additionnant les deux lignes, on a :

cos(a + b) + cos(a — b) = 2cos(a) cos(b), donc

cos(a) cos(b) = % (cos(a +b) + cos(a — b))

En soustrayant les deux équations (L2) et (L1), on obtient plutot :

cos(a — b) — cos(a + b) = 2sin(a)sin(b), donc

De méme, avec les formules d’addition en sinus, on a :

sin(a) sin(b) = % (cos(a — b) — cos(a + b))

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sin(b)

En additionnant les deux lignes, on obtient :

sin(a + b) + sin(a — b) = 2sin(a) cos(b)

donc :

sin(a) cos(b) = % (sin(a 4+ b) + sin(a — b))

2019-2020 Lycée du Parc
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 3 - Nombres complexes et Trigonométrie

En utilisant la Formule de Moivre, exprimer cos(2z), cos(3z) et cos(5zx) en fonction de cos(x).

1. ‘
cos(2z) = Re (6121)
OI‘, . .
e?* = (e")? = (cos(z) + isin(x))? = cos?(x) — sin’(x) + 2i cos(x) sin(z)
Donc
cos(2x) = cos?(z) — sin®(x) = cos?(z) — (1 — cos?(z)) = 2cos?(z) — 1
On a donc
cos(2x) = 2cos?(z) — 1
2. |
cos(3x) = Re (e’3$)
Or,
€% = ()3 = (cos(z) + isin(x))® = cos®(x) + 3i cos?(x) sin(z) — 3 cos(z) sin®(x) — i sin?(z)
Donc
cos(3z) = cos®(z) — 3cos(z) sin®(x) = cos®(x) — 3 cos(z) (1- COS2(:L‘)) = 4 cos®(x) — 3cos(x)
On a donc
cos(3z) = 4cos®(z) — 3 cos()
3. |
cos(bx) = Re (61536)
Or,
€% = ()5 = (cos(z) + isin(z))®
= cos®(z) + bi cos?(x) sin(z) — 10 cos® () sin?(z) — 10i cos?(z) sin®(x) 4 5 cos(x) sin?(z) + i sin®(z)
Donc

cos(5z) = cos®(z) — 10 cos®(z) sin?(x) + 5c0s( )sin’ (x)
= cos’(z) — 10cos®(z) (1 — cos®(z)) + 5 cos(z) (1 — cos*(z)) (1 — cos®(z))

=116 cos®(z) — 20 cos®(z) + 5 cos(z)
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Linéariser : sin?(z), cos3(z), sin*(z), sin?(x)cos?(z).

Y A N T TR
sm(:n)—( 5 —_4(6 e ")

_ = (621'30 — 924 e—2i:r:) _ ;1 (eQix + e~ 2iz _ 2)

4
= ! (2cos(2z) —2) = _71 (cos(2x) — 1)

1 3
=3 cos(3x) + 1 cos(x)

ix
sint(z) =

7 N\
)
'[;3|
| e
L

B
~__
S

(64150 _ 4631136—190 + 6622906—27,1‘ _ 4ezxe—31x + 6—421‘)

((642'90 + e—4i:c) _ 4(62iz + e—Qix) —1—6)

=|5l~3~5]~

(2 cos(4x) — 8 cos(2z) + 6)

iz _ —ix\ 2 iz —iz\ 2
sir12(a:)cos2(m):<6 2: > <6 +26 )

-1, .. . . .
— TG (6221 + 67211‘ _ 2) (6211 + 67211‘ 4 2)
—1 . . . . . .
— TG (64250 +14 262190 +14 6—4196 + 26—221‘ _ 2622J1 _ 26—221} _ 4)
= %6 (2 cos(4z) — 2)
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Soit z € R et soit n € N. Calculer les sommes suivantes :

= i:cos(k:x), Bp(x) = kizosin(kx)
- zn: ( ) cos(kz),  Dy(z) = zn: (Z) sin(kz)

k=0

= i cos(kz) = i Re (e“m) = Re (i eikx>
k=0 k=0 k=0

On doit donc chercher la partie réelle de la somme Y e**
k=0

n . n -k 1*(6”)71-"_1 . iz 1
Zezkx — Z (ezm) — { Ti—eim S? 6‘ 7é
5—0 =0 n+1 sie® =1
Or
T=1<=3dpecZ/x=2pn

ler cas : Ip € Z / x = 2pm, alors € = 1. Alors
n ‘ n )
Zekazn—Fl, Re(Ze”“):n—i—l
k=0 k=0

2&éme cas : Vp € Z, x # 2pm, alors ' # 1. Alors

z(n+1) z(n+1) z(n+1)
n 1— ¢t iz(n+1) e e
%

ik
Zez * 1_61'3: ( —

k=0 (&

1 1
—9isin < z(n + > sin <a:(n+))
_ i 2 _ i 2
— = —
9 (7)
7 sin 5

B ne e (M Sin<x2
_[605(2) Zsm<2)] . (a:)

MIE]
™
.
NI
N———

S11

Donc Re <Zn: e““”) = cos (&) T
k=0 sin ( )

On en conclut donc que

n+1 six € {2pm, peZ}

Ay =4 () ((n;w

()
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2.
B (z) = Z sin(kz) = Z Im (eikx> =Im <Z e””)
k=0 k=0 k=0
On doit donc chercher la partie imaginaire de la somme Y e¥?.
k=0
Or, on a déja calculé cette somme dans la question précédente. On en déduit que
0 six e {2pm, peZ}
. [(z(n+1)
By (z) = (nﬂs s 2 .
sin | — sinon
3)
S (2)
3.
Cn(x) = Z cos(kx) = Z "IRe (elkx> = Re ") gika
k k k
On doit donc chercher la partie réelle de Z (Z) e Or
k=0
- NN\ ikw _ S n ix\k
> () =3 (1) e
k=0 k=0
— (eiz +1 n
= e% (e% +ef%)>n
mnmx .:C n
=% (2005 (3))
e 2 ( cos { 3
=2 (s (5))" [eos () +i5i0 ()]
cos { 5 cos { is 5
On en déduit donc que
T\\" nx
o) =27 (eos (3)) s ()
Cn(x) cos (5 cos {
4.

n

Da(z) = zn: (Z) sin(kz) = no (Z) 1 () = Im (Z (Z) eikw)

k=0

n
n .
On doit donc chercher la partie imaginaire de Z ( k> etk Or, on I'a déja calculée a la question précé-
k=0

D, (x)=2" (cos (g))n sin (%)

dente : on a donc
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