Hypokhagne B/L

Exercices Chapitre 2 - Les nombres réels

1 Manipulation d’inégalités, équations et inéquations dans R

b 2ab
Soient a, b deux réels strictement positifs. On note : m = a—2k , g=Vab, h= ib'
a
Ranger les trois nombres m, g, h dans ’ordre croissant.
Démontrer les inégalités suivantes :
Loy 12
1. Ya,be R : ab<§(a +b%)
1 b
2. Ya,b €]0, +o00] : 3 (In(a) +In(b)) < In (a;L >
2
a 3a—10
3. Va,b €]0, : >
a,b €]0, +oo[ > 1

Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

1. |z| =5 8. z—2=/z

2. |z[ <2 9. 22— 1| < |z + 2|

3. |z[ >4 10. |z 43| — 2z —1] > 2

4, |x—3|:§ 11, 22 4+ 1 < |z + 2| + 22

1—=2
1 12, 2| >

5. \x+2\:§ =+ ‘/14—37

6. 20 +3|—[2—z|=-3 13. 2 +1<Var+2

7. |z +1]—]22+1=0 14. |2% - 3| > 2.
(4] Montrer que : Vz € R, 2% —z+1> |z —1].
Soient x et y des réels tels que 0 < x < y. Montrer que : 0 < z < /7y < ¥.

@ Soient a et b deux réels positifs.

1. Montrer que va +b < \/a + Vb.
2. En déduire que : [v/a — Vb < \/]a — D).

Résoudre dans R les équations suivantes :

1. 224+32+2=0
2. 622 —x—1=0
3. 24 —222 -2 =0.
4.

)
6
7
220 — 523 +1=0 8

cwd =322 —13x+15=0
.29 —1=0

Cxd =222 422 —-1=0
203 44?4 —1=0

Résoudre les inéquations suivantes apres avoir précisé leur domaine de validité :

1. i+ T <o 5
-7 4,
z+1
2. < -3 9.
2 -3
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Vr—1++Vr+2<3.

4% — 8x% — 472 +105 < 0
bx + 2 S 2¢ +9

6x—17 5x+10
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@ Résoudre les équations suivantes :
1. 22° = 32° , (@) _ In(a)
2. 2V7 = (V1) " In(a)  In(z)
3. 20+ 4 3@ = grH2 4 gut2 5 In(z — 1) +In(x + 1) < 2In(z) — 1.

avec a > 0, a # 1.

Soient a, b et ¢ trois réels strictement positifs. Montrer que :

1. (a+1b) (i—i—ll)) = 4.
2. (a+b)(b+c)(c+a) > 8abe

b
3. a—|—5>2\/5.

Montrer pour tous réels z et y, et pour tout entier n, on a :

jz +y|" < 2% (" + [y[")

2 Bornes supérieures et inférieures, intervalles

Pour les parties suivantes de R, déterminer les bornes inférieures et supérieures si elles existent, et le maximum

et minimum s’ils existent.

1. A:{2—1, nEN*}
n

2. B:{l—l—l, n,mEZ*}
m

1
3.0:{1— ,n,mEZ,n#m}
n—m

pq *
4. D=<{ ————=, p,geN }
{p2+q2

5. E = {(_:L)n, neN*}

Déterminer les ensembles :

= [—1,71], =N }—ii[ K={Jnn+1|

neN* neN* ne”L

Si I et J sont deux intervalles de R tels que I N.J # (), montrer que I U J est un intervalle de R.
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