Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

1
Soit (un)n>1 la suite définie par : u; =0 et Vn € N* wupy) = 5 .
Conjecturer puis démontrer une expression de u, en fonction de n.
On calcule les premiers termes :
1 2 3
U1207 U2:§, U3:§, u4:Z
. . . . k—1
On peut donc conjecturer que, pour tout entier k > 1, on aurait peut-étre ug = 2
. n—1
Notons, pour tout entier n > 1, P(n) : « u, = >.
n
e D’apres la premiére valeur de la suite, P(1) est vraie.
n—1
e Soit n > 1 fixé. Supposons que pour cet entier n, on ait P(n) vraie, i.e. u, = .
n
n
Montrons qu’alors P(n + 1) est vraie, i.e. montrons que u,4; = T
n
__ 1 mr 1 _ 1 1 n
Ty, T2 (mED) T ) T omEl T oy
n n

n
Ainsi, P(n + 1) est vraie.
e Par récurrence : Vn > 1, P(n) est vraie.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

@ Soit (un)n>0 la suite définie par : up =1 et Vn € N, upqiq1 = 10u, — 9n — 8.

Conjecturer puis démontrer une expression de u, en fonction de n.

On calcule les premiers termes :
ug = 1, U] = 2, Ug = 3, uz =4
On peut donc conjecturer que, pour tout entier k£ > 0, on aurait peut-étre ug = k + 1.

Notons, pour tout entier n > 0, P(n) : « up, =n+1».
e D’apres la premiere valeur de la suite, P(0) est vraie.

e Soit n > 0 fixé. Supposons que pour cet entier n, on ait P(n) vraie, i.e. u, =n + 1.

Montrons qu’alors P(n + 1) est vraie, i.e. montrons que u,+1 = n + 2.

Uni1 = 10up —9n — 8 Z10(n+1) —9n—8=n+2

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
e Par récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

Soit (un)n>o0 la suite définie par : ug =0 et Vn € N, upi1 = u, + 2™

Conjecturer puis démontrer une expression de u, en fonction de n.

On calcule les premiers termes :
ug = 0, up =1, Uug = 3, uz =17, uy = 19, us = 31
On peut donc conjecturer que, pour tout entier k > 0, on aurait peut-étre uy = 2% — 1.

Notons, pour tout entier n > 0, P(n) : « u, =2" — 1 ».
e D’apres la premiere valeur de la suite, P(0) est vraie.
e Soit n > 0 fixé. Supposons que pour cet entier n, on ait P(n) vraie, i.e. u, = 2" — 1.
Montrons qu’alors P(n + 1) est vraie, i.e. montrons que wu, 1 = 2" — 1.

Uns1 =t + 2" (2n — 1) pon =2 xon 1 =9t ]

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
e Par récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

n
Soit (un)n>o0 la suite définie par : ug =0 et Vn € N*) w, = up—1 + P

n-+ 2

1. Montrer que pour tout entier n, u, = 2 — . La suite (u,,) est-elle majorée ?

2. Montrer que pour tout entier n > 2, n + 2 < 2". La suite (u,) est-elle minorée ?

1. Montrons I’égalité par récurrence.

Notons, pour tout entier n > 0, P(n) : « u, =2 — n;2 ».
e On sait que up = 0 et par ailleurs 2 — 0;2 = 0, donc P(0) est vraie.
e Soit n > 0 fixé. Supposons que pour cet entier n, on ait P(n) vraie, i.e. u, =2 — n; 2.
Montrons qu’alors P(n + 1) est vraie, i.e. montrons que u,+; = 2 — 27%3
n+1
Up+1 = Up + Sntl
HR (2_n;2> +7;7:11
BYSTEE et
_o4 —2(n +222+4; (n+1)
—24 _;7;3
_9_ Zth’

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
e Par récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
Finalement, avec le résultat précédent, on voit donc que :

VYn >0, u, <2

Ainsi, la suite (uy) est majorée (par 2).
2. De méme, montrons l'inégalité proposée par récurrence.
Notons, pour tout entier n > 2, Q(n) : « n+2 < 2" ».
e Pour n =2, Q(2) : «4 <22 » est clairement vraie.
e Soit n > 2 fixé. Supposons que pour cet entier n, on ait Q(n) vraie, i.e. n + 2 < 2".
Montrons qu’alors Q(n + 1) est vraie, i.e. montrons que n + 3 < 27+1,

HR 1
n+3=Mm+2)+1 < 2" +1<2" +2" =2 x 2" =277
Ainsi, Q(n + 1) est vraie.
e Par récurrence : Yn > 2, Q(n) est vraie.
Avec le résultat précédent, on a donc montré que :

n—|—2<1 n -+ 2 n -+ 2
gn S S on on

Vn>2 n+2<2" <= >l<—u,>1

Finalement, la suite (u,) est minorée par 1 a partir du rang 2. Comme ug = 0 et u; = % la suite est bien
minorée (par 0).
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

Soit (uy) la suite définie par : ug =4, u; =8, et Vn € N, upio = 4upniq + duy.

Montrer que pour tout entier n € N, on a : u, =2 x (—=1)" +2 x 5".

On raisonne avec une récurrence double.
Notons pour tout entier n € N, P(n) : « u, =2 x (—=1)" +2 x 5" ».
en=0 Onauy=4,et2x(—1)"+2x5°=4, donc P(0) est vraie.
n=10nau =8 et2x(—1)' +2 x5 = -2+ 10 =8, donc P(1) est vraie.
e Soit n > 0. Supposons que les propriétés P(n) et P(n + 1) soient vraies pour cet entier n : on a
Up = 2 X (=1)" +2 x 5% et upr1 = 2 x (—=1)""1 + 2 x 57FL Montrons qu’alors P(n + 2) est vraie
également, c’est-a-dire montrons que u, 4o = 2 x (—1)"2 4 2 x 572,

Upt2 = dupy1 + duy,
Ty (2 x (=)™ +2x5") £5(2x (=1)" +2 x 5")
=8 x (=1)" £ 8 x 5" 410 x (=1)" +2 x 5!
= (10 — 8) x (=1)" + (8 +2) x 5!
=2 x (=1)"T2 £ 2 x 5" 2

Ainsi, P(n + 2) est vraie.
e Par récurrence double, Vn € N, P(n) est vraie.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

7 7 1
@ Soit (uy,) la suite définie par : ug =4, u; = 3 et Vn € N, upto = gun+]_ — gun
1 2n+1

Montrer que pour tout entier n € N, on a : u,, = T 4 o

On raisonne avec une récurrence double.

1 2n+1
Notons pour tout entier n € N, P(n) : « up, = on T + >
12!
e n=0.0nauy=4,et 5T —F@:2+2:47 donc P(0) est vraie.

1+1 4

n=1 Onawu =7/3, et +371:1+§=g,donc77(1) est vraie.

20
e Soit n > 0. Supposons que les propriétés P(n) et P(n + 1) soient vraies pour cet entier n : on a
1 2n+1 1 2n+2
Un = 557 + = et Upt1 = on + TSR Montrons qu’alors P(n + 2) est vraie également, c’est-a-dire
1 on+3

montrons que Upy2 = PTEs) + TR

T 1
un+2—'6Un+1 3un
R 7 1 2n+2 1 1 2n+1
I e il
6 i 3n+l 3 mn 1 3n
7 1 2n+1 1 1 2n+1
=3 2n+1+7X3n+2_§X2n—1_3n+1
1 7 2ntl
~(is)mi ()
3 x n— 1 3 3n+1
L1 4 ortl
_ + = x
4 n— on—1 3 3n+1
1 2n+3
= o1 T3t

Ainsi, P(n + 2) est vraie.
e Par récurrence double, Vn € N, P(n) est vraie.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

Soit (uy) la suite définie par : up =u; =1, et Vn € N, Upio = Upi1 + Up-
1. Montrer que pour tout entier n > 0, on a : n < Uy.

n
2. Montrer que pour tout entier n > 1, on a : u, < (Z) .

1. On raisonne avec une récurrence double.
Notons pour tout entier n € N, P(n) : « n < uy, ».

e 0 <1 =up, donc P(0) est vraie.
1 <1 =wuj, donc P(1) est vraie.

e Soit n > 1. Supposons que les propriétés P(n) et P(n + 1) soient vraies pour cet entier n : on a
n < Uy, et n+ 1 < upq1. Montrons qu’alors P(n + 2) est vraie également, c¢’est-a-dire montrons que
n+ 2 < Upgo.

Upt2 =Uns1+Uup = (n+1)+(n)Z2n+1+1=n+2

Ainsi, P(n + 2) est vraie.
e Par récurrence double, Vn € N, P(n) est vraie.

n
2. Ici encore, faisons une récurrence double. Notons pour tout entier n > 1, Q(n) : « u, < () »>.
7 .
o u=1< T donc Q(1) est vraie.

7\ 2
ug = 2 () , donc Q(2) est vraie.

< 4
e Soit n > 1. Supposons que les propriétés Q(n) et Q(n + 1) soient vraies pour cet entier n : on
7 n 7 n+1
a U, < (4) et up41 < (4) . Montrons qu’alors P(n + 2) est vraie également, c’est-a-dire
7 n+2
montrons que Up42 < <4) .

Unt2 = Ung + Uy < <Z>n+ (DW _ (z)” <Z+1) 3 (Dn <D2 ) <Dn+2

Ainsi, Q(n + 2) est vraie.
e Par récurrence double, Vn € N*, Q(n) est vraie.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

Soit (uy) la suite définie par : ug = 2,u; = —1, et Vn € N, upto =

Montrer que pour tout entier n € N, on a : up, =5 — 3 g e
1!
i=0

n+3 Up,
n -+ 2

Un+1 —

n+2

On raisonne avec une récurrence double.

n
1
Notons pour tout entier n € N, P(n) : « up, =5 —3 E - >
— 4!

1
. OnauO:Q,et5—3><6:5—3:2,d0nc73(0) est vraie.

1 1
Onawu =—-1,et 5— 3(0' >:5—3><2:—1,doncP(l)estvraie.

e Soit n > 0. Supposons que les propriétés P(n) et P(n + 1) soient vraies pour cet entier n

. on a

n+1
Up = D — 32 q et upy1 = 5 — 32 . Montrons qu’alors P(n + 2) est vraie également, c’est-a-dire
i=0 i=0 !

n—+2 1
montrons que Upy2 =5 — 3 Z T

=0

n+3 Unp,
U = —u —
n+2 = 9 n41 1o

n+1

HR N+ 3
_n—i—2<5 322') n+2

_(nt3 1 n+ 38
T \n+2 n+ n+2 z

9 n-l—l
5k T2 g 1+ ——
n+ 2 z'

Ainsi, P(n + 2) est vraie.
e Par récurrence double, Vn € N, P(n) est vraie.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

n
@ Soit (uy,) la suite définie par : ug =1, et  VneN, upp = Zuk
k=0
Montrer que pour tout entier n € N, on a : u, < nl.

On raisonne avec une récurrence forte.
Notons pour tout entier n € N, P(n) : « up < n!».
e On aug=1<0! =1, donc P(0) est vraie.
e Soit n > 0. Supposons que pour cet entier n, on ait : P(0), P(1),...,P(n) qui soient vraies. On a donc
par hypothese :
up <O wp <1, Lo u, <0l

Montrons alors que P(n + 1) est vraie.
On a:

n

n
Uyl = Zuk < k!
k=0 k=0

Mais, pour tout k € [0,n], on a k! < n!, on a donc :
n n
U1 < D _KISD nl=(n+1)xnl=(n+1)
k=0 k=0

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
e Par récurrence forte, Vn € N, P(n) est vraie.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

Démontrer par récurrence que : Vn € N*, 5" > 2" + 3",

Notons pour tout entier n € N*
P(n) 1« 5" =>2"4+3"»

e Pour n =1, on a bien 5 > 2 4 3, donc P(1) est vraie.
e Soit n > 1. Supposons que pour cet entier n, on ait P(n) vraie, i.e. 5 > 2" + 3".
Montrons qu’alors on a P(n + 1) vraie, i.e. montrons que 57! > 27+l 4 3n+l,

HR
5n+1:5x5n > 5(2n+3n):5X2n+5X3n>2X2n_’_3><3n:2n+1+3n+1

Donc P(n + 1) est vraie.
e Par récurrence , Vn € N*, P(n) est vraie.
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

Démontrer que : Vn € N*,

n

> @k-1)=

k=1

Notons pour tout entier n € N*,

n

P(n) 1« Y (2k—1)=n"»

k=1

1
e Pourn=1,0ona ) (2k—1)=1=12 donc P(1) est vraie.

k=1

e Soit n > 1. Supposons que pour cet entier n, on ait P(n) vraie, i.e. > (2k — 1) = n?.

k=1
n+1

Montrons qu’alors on a P(n + 1) vraie, i.e. montrons que Y. (2k — 1) = (n + 1)%

n+1

k=1

n

D @k—1)=> (2k-1)+2n+1)-1) T2 fom 1= (n+1)?

k=1

Donc P(n + 1) est vraie.

k=1

e Par récurrence , Vn € N*, P(n) est vraie.

Remarque : on peut aussi démontrer le résultat sans récurrence, on calculant directement la somme :

}:2h—1_2§:k }:1_2 ”+l) —n=n(n+1) —n=n?
k=1
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

Démontrer par récurrence que : Vn € N, 2" >n + 1.

Notons, pour tout entier n > 0, P(n) : « 2" > n+1 ».
e Pour n =0, 2° > 0 + 1 est bien vraie, donc P(0) est vraie.

e Soit n > 0 fixé. Supposons que pour cet entier n, on ait P(n) vraie, i.e. 2" > n + 1.

Montrons qu’alors P(n + 1) est vraie, i.e. montrons que 2" > n + 2.

n+l __ n HR _
M 92" > 2x (n4+1)=2n+2>n+2

Ainsi, P(n + 1) est vraie.
e Par récurrence : Vn > 0, P(n) est vraie.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

q
D (upsr — ug) = tgy1 — up
=p

b

q—1

Z (U1 — Uk—1) = Uq + Ug—1 — Up—3 — Up—1
k=p—3
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

glﬂ (1 " %) -3 <%> ="k + 1)~ In(R) = In(n+ 1) (1) = Inr + 1)
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

n
1.]'[2:2"+1
k=0
n
1 1 1 1
2. - )= =
S (i) =1

2
di=@n)-(n)+1=n+1

k=n
ﬁL_i
stk+1 46

ook+1 159

S

> 2k—1 57
k=29
- 1 D1 S k-1)(k+1) “k-1 k41 1 n+l n+l
o IL(1-) = I =1L = (1L ) < (115 ) = =T
k=2 k=2 k=2 k=2 k=2
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

Calculer les sommes et produits suivants pour n > 2 :

n 1 e k n 1
1. Z— 3. Z— . H2k(k+1)
]
— E(k+1) — (k+1)! P
2 3k Y et T (4% 1+ o% +1
k=1 k=2 k=0
- 1 kD) -k & <1 1 > 1
— k(k+1) — k(k+1) — ko k+1 n+1
2 kR = ((k+1) =Dk => (k+D)!=E)=(n+1)! -1l =(n+1) -1
k=1 k=1 k=1
ok k1D -1 K/1 1 1 1 1
3. = = _—— = —— — = —_——
; (k+1)! — (k+1)! ; (k;! (k;—i—l)!) ' (n+1)! (n+1)!
. k2 —1 S k2 -1 n+1
4 Zln( 2 )—ln( 12 )—ln< 2n>
k k=2
n 1
5. H 2k(k1+1) — 21}:21 k(k+1) — 217'@«11»1
k=1
n n 2
k k ak
6. H (:L‘QX?’ + 23 +1> = H Z(w3 )’
k=0 k=0 \ ;=0
Siz#1,ona:
ﬁ i(w3k)J B ﬁ 1— (%)% ﬁ A R
B 1—z3 1—x

Siz=1,0na:
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

Avec un changement d’indice j = n + 1 — k dans la deuxiéme somme, on a :

" /1 1 "1 & 1 "1 &1
Z(rm)=zrzm=zz‘23=o

k=1
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

Cherchons « et 3 tels que :

vVt >1, tzl_lztfl—i_tfl
—s1 o 1_ - a(t(t+ —1)1)Jzt54(rt1; 1)
—vs1 1_ = a(t(t+ —1)1)Jzt54(rt1; 1)
RV t21_1:(a+522tir§04—5)

11 suffit de prendre « et § vérifiant :

(3422 = {4 —an} w 0

On a donc :

On en déduit que :
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

Montrer que :

2n (_1)k—1 n 1
> —
V21, ; k ;nka

Démontrons le résultat par récurrence. Notons pour tout n > 1,

i(—n’f—l (=)'t (=p*! 11

P :1 = = _— = —,
e Pour n ,0n a 3 1 + 9 579
k=1
Par ailleurs, Z 1
1+k: 2

La propriété 73( ) est donc bien vérifiée.
e Soit n > 1 fixé. Supposons que la propriété P(n) soit vérifiée pour cet entier n, c’est-a-dire, on a

2n n
(_1)k—1 1
SN L,
k=1 k=1
2(n+1) (71)k‘ 1 TL+1 1
Montrons qu’alors on a également P(n + 1), c’est-a-dire « Z — = Z —_— >
— k — n+ 1+k
2(n+1) k—1 2n+2 k—1 2n k—1 2n+1-—1 2n+42—-1
-1 -1 -1 -1 -1
DI Ph i =i T
k=1 k=1 k=1 " "
I G !
- k 2n+1 2n+42
k=1
n
"R 1 1 1
- ;n+k+2n+1 42
n—1

Z 1 n 1 B 1
n+f+1 2n+1 2n+2

B &f N S 1
B 41n+1+€ n+1 2n+1  2n+2

s 1 1 1
23 (e
n+1—i—€ n+l+n n+1 2

l=
_”‘ S S 1 _S% 1
_£:1n+1—|—£ n+1+n n+1+(n+1)_€:1n+1+€

Ainsi P(n + 1) est vraie également.
e Par récurrence, pour tout n > 1, P(n) est vraie.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

Montrer que :

>1, ﬁ n+ k) —2"H(2k—1)
k=1

k=1

Démontrons le résultat par récurrence.

Notons pour tout n > 1,
n

ﬁ n+k)=2"T[@2k-1) >

k=1

! 1
e Pourn=1, on a H(l +k)=2et 2! ] (2k — 1) =2 x 1 = 2. La propriété P(1) est donc bien vérifiée.
k=1 k=1

e Soit n > 1 fixé. Supposons que la propriété P(n) soit vérifiée pour cet entier n, c’est-a-dire, on a
n n

« H(n+k) =2" H(Zk‘ —-1)»

k=1 k=1
n+1 n+1
Montrons qu’alors on a également P(n + 1), c’est-a-dire « H(n +14k) =2 H(Qk: —1)»
k=1 k=1
n+1

+
H(n+1+k‘ Hn+f (on pose =k +1)
=2

k=1
L (n+n+1)(n+(n+2)
(n+1¢)
(B )

n+1
a (2n+1) x 2(n+1)
( ]€H2k—1> "
= (2“ﬁ(2k1)> Xx2x (2n+1)—-1)
g

=2 T2k - 1)
k=1

Ainsi P(n + 1) est vraie également.
e Par récurrence, on a donc que pour tout n > 1, P(n) est vraie.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

2n

Zmin(k, n) = Z min(k,n) + Z min(k, n)
k=0 k=0

k=n+1

n 2n
:Zk+ Z n

k=0 k=n+1
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

Calculer les sommes suivantes pour n > 2 :
1Y (- 9. }° (k " 1) 17. 3 k(k — 1)(’;)2’“
k=0 k=0 T k=0
n n n n
2 3 ok 0.3 (k " 1)2% " n ) ghoigno
k=2 k=1 ’ kE+1
2n n n k=0
—k __1\kqk—1 -
3. 25 L, Z<k+1)( LM 0 kak+1
- k=l ~ n k=1
4. (23% 12. ) (1) (k> .
k;2 kzo L S0 , (n -]::- 1> ok
244" k=1
5. ) (2k+1) 13. ) ok
k=0 k=2 n
n_ gtk n 21. (Z) ok
6. oF 14. Y k(K — 2k) i
k=0 k=1 2n 9
n 2n n kok—1
3 (7) 15. 3 (-1 2 3 () v
k=0 k=1 =1
L n —+ 1 n n n n
Y ( L > 16. ) k(k> 3k 23. ) ok—lgn—k+l (k)
k=0 k=0 k=1
1 i(_l)k 1= (=™t 1 (=)™ 14 (=1)" [ 1 sin est pair
e Co1—(-1) 2 B 2 ~ | 0 sin est impair
. k 2 12" ! n—1 n+1
2. ) 2F=2 =4 1) =2 4.
k=2 B
2n 2n k 1\2n+1 2n 1
3 5k = <1> :1_(5) :5< +)
: 1
k=0 k=0 5 1-3 4
n _ n n—1 n—1
(—1)k1 —1\* N 1-(5H)" 1 —1
4. =4 — ) =—4(-= = —[1-(— .
kzﬁ 23k—2 ; 8 8 1+ % 18 8
- 1
5.) (2k+1 _2Zk+21_2>< ”+ nn+1) +(n+1)=mn+1)(n+1)=(n+1)>
k=0
n Sn-‘rk’ n 3 k 1— (§)n+1 3 n+1
6.2:3"2() =3"——¥_ — _92x3"x 1—()
k 3
£ 2 £~ \2 1-3 2
-~ n -~ n
7. = FimkF =41 =27
(1) 3 (1)
k=0 k=0
"1\ R+l n+1
()= ()G
k=0 k=0 n+
" n ntl n " n n n
B () -EO B0 (1)-0)remree
—\k+1) = \k) = \k n+1 0
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10.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

() -E0 E 01 (S0 () oo
Bl E QoS (o

;<0 - (02 3 e

zn:(—l)kCD (—141)" { Zz_é

k=0
1 _1

2 4nth = — 1\ 1-(3)" 21 —2"" 1)" -

=2 nN ok =92 74"27:1—7 Ant1 (g1
;_2 > (3 - 2.2 =2y i Y 3) e
n 2

3 9 n+1) nn+1)2n+1)  n(n+1)(3n° —5n —4)

kz 2 - 2k) Zk: ZZk —2 : = 5
2n n n n

(—1)Fk% = Z 22]—1 A3 2= (47— 4j+1)=4) j-> 1=2n(n+1)—n=n(2n+1)

k=1 = j=1 j=1 j=1 j=1

0y e S

7=0

n\ .k B WYk _ pim " n—2 R 2 n—2 2 _ 4 I
2 < )2 Zk 1) <k>2 n( 1)k:2 (k_2>2 ( 1)2( >2 4n(n —1)3
3 ( " )3’“2"’f=n+1 ”)33 Al b (">3J2“ T =S (5" —2")
=0 k+1 = i 9 = j
n n n—1 n n n )

0t =33 (1)t = o |2 (1) 3 - e | = (-2 - )
pt (k—1> =\ = \J

2 (0=
S ()t 3 (8 ()t (D)) -3 -dnn o
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

p+1 p+1

L1 " [k n+1
Endedmrequepourn}p,onaz » = p+1)

k k+1 k
Soit p € N. Montrer que pour k > p, (p) =< + )-( )

k=p
20

Application : Calculer Z k(k—1)(k—2)(k—3).
k=4

La premiere formule découle directement de la formule de Pascal :
k k k+1
()6 =Gh)
P p+1 p+1
kN (k+1 B k
p) \p+1 p+1

donc :

On en déduit que pour tous entiers tels que n > p, en reconnaissant une somme télescopique :

k=p k=p
Application :
20 20 ol
d k(k—=1)(k—2)(k—3) =) D)
k=4 k=4
20
k!
=4!
Z 4k — 4)!
k=4
20
k
=24
> (1)
k=4
21
_ 24< )
5
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Hypokhagne B/L

Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

Soient n et p deux entiers tels que 1 < p <n — 1.

n\[(n—j n
Montrer que pour tout entier j tel que 0 < j < p, on a : ( ) ( j) = ( ) (p)

En déduire la valeur de Z (?) <Z : j)

j=0

Pourl1<ps<n—-let0<j<p,ona:

n\(n—7j\ n! (n—j)! B n!
(j) (p-—j> T - NP - )i p)

et par ailleurs :

<Z> @ B p!(nni )l j!(ppijﬂ B (n—p)!?§<p—j>!

G)G-)=G)0)

On a donc bien égalité :

On en déduit que :
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

Calculer les sommes doubles suivantes pour n > 2 :

LYy 2% 3. > ij. 5. Y. (i+4).

0<i,j<n 1<i,j<n 1<i<j<n
- i
2. % max(i,j). 4y 6. 3 L
1<i,j<n 1<i<j<n p e

1.

n

> g e (1) -(£0) (£ 6)

0<i,j<n i=0 j=0 =0

_ +1 _ (1 n+l n+1
_ 1 —4" y 1 (2) :2(4714-1_1) (1_ <1> )
1—-14 1-— 3 2

1
2

Z max(z,j) = Z max(i,7) + Z max(i,j) + Zmax(z’, 7)

1<i,j<n 1<i<j<n 1<j<i<n i=1
n

, . . | n(r+1)
= = 2 _

> gt D ik i=2| 3 i)+

1<i<j<n 1<g<isn =1 1<i<j<n
n j—1 n

, nn+1) , . n(n+1)
=2 =2 (-

_ <§ ]) +— ) U =1Di+——

7=2 \i=1 Jj=2

Il
b

nn+1)2n+1) nn+1) nn+1) nn+1)4n—1)
()

- " nn n\n nzn 2
N Zij:( Z) M (n+1) nn+1) _ni(n+1)

— 2 2 4
1<i,5<n =1 =1
n—1 n n—1
‘ m—1n (n—1)n(2n—1)
4 ' Z:Z Z‘Zl =) in—i)=nx 5 — 5
1<i<ji<n i=1 Jj=i+1 =1
d.
n—-1 n n j—1 n n
G+5)=> > i+ J=Y iln—i)+Y j(i—1)
1<i<j<n i=1j=i+1  j=2i=1 i=1 j—1
N\ L (n— Dn(n+1)
=> (k(n—k) +k(k—1)) =) (n— 1)k = 5
k=1 k=1
n n n J n n 2
i i 1 j(G+1 1 (n(n+1) n +3n
0333 (305) X (B ) <3 5 (M :
i=1 j=i j=1 \i=1 j=1 j=1
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

ﬂ Vérifier que pour tout n > 1 : Z K2k = Z 2’“, puis calculer cette somme.
1<j<k<n

L’égalité est bien vérifiée.
Cependant, on peut calculer la somme double d’une autre maniere :

> o=y (2

1<j<k<n j=1 \k=j

1 —9n— J+1

Supes
1-2
:}2?@”*“—1)
j=1
n
_ Z(2n+1 _ 2])
j=1
n
—_ n2n+1 o Z 2]
j=1
1-2"

1-2
=n2"t _2(2" — 1)

=n2"t -2 x

On a donc :
j{:kzk 127+ 42
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

1. Remarquons que :

apg = Ug
et
n n—1
= Zak - Zak—l = Un — Unp-1
k=0 k=0
Ainsi, on a :

Z apbr = Z up — ug—1)bg  (en convenant que u_; = 0)
k=0
n
= Zukbk - Zuk—lbk
k=0 k=0
n n—1
= ugb — Y upbiy

n—1

= upby + z uk(bk - bk+1)
k=0

n—1
= Upbp — Z UE Uk
k=0

2. En notant aj; = 2¥ et by, = k, on a alors :

—~p 1—2nt 1
un=22 =ﬁ=2"+ -1, et Up=bpy1—bp=Mn+1)—n=1
k=0
Donc :
n—1
22’% @ D= @ - =" - Dn-2@2" 1) +n=2""(n—-1)+2
k=0
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

N-1 N (_1)k N (_1)k;
Montrer que pour N > 1 : Z Z 2 = Z PR
n=0 k

=n+1 =1

On fait simplement une permutation des deux sommes :

N-1 N Y Y
Zz(k2): (k’2)

n=0 k=n+1 0<n<k<N

N k—1

_ <—1>’f)
N

_ (—=1)*

= ,; < 2 X k>
N ] k

D
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

On note pour n > 2: V = H ij, W= H ij, X = H ij, Y = H 7,
zZ= ][ i

1<i<j<n

Calculer V. En déduire W. Exprimer W en fonction de X et Y.
Montrer, sans calcul, que X =Y. En déduire X puis Z.

D’ou :

Et enfin,

2019-2020

V= HU = H " H] = H(n‘z") = (n‘)"Hz = (n)" x (n)" = (n))*"
i=1 \j=1 i=1 j=1 i=1 i=1
ij
ii<n N\2n
W= = Vo e
S S R ) R Tl

X = (n!)n+1
1 x
1<i<j<n —1
Z= H = n = (n|)2 = (n1)"
1<i<g<n H 22 ’
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

On considere la suite définie par ug = 1 et pour tout entier naturel n, u, 1 =

4—up

1. Montrer par récurrence sur n que u, existe et 1 < u, < 2.

_1
Up—2°

(a) Montrer que (v,) est une suite arithmétique.

2. Pour tout entier naturel n, on pose v, =

(b) Exprimer u,, en fonction de n.

1. Notons pour tout n > 0 ,P(n): 1 < u, < 2.
e La propriété est vraie pour n = 0 car ug = 1.
e Soit un entier n. Si on suppose que la propriété P(n) est vraie, montrons que P(n + 1) est encore
vraie. Comme u, < 4 , uyy1 existe et par opérations on a: % < Upt1 < %.
e La propriété P(n) est donc vraie pour tout entier n.

— 4—up _ _4-un _ e |
2.(a) vpp1 = 20 = s donc vpy1 — v = 5

) s _ -1 _ N il _ 2 _ 242n
(b) On a d’apres le cours v, = vy +n x 5 = —1+ F* ainsi up, = 5, +2 = 755
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

3
4—uy °

On considere la suite définie par ug = 2 et pour tout entier naturel n, u, 1 =

1. Montrer par récurrence sur n que u, existe et 1 < u,, < 3.
2. Pour tout entier naturel n, on pose v, = ’uﬂ‘—:é
n

(a) Montrer que (v,) est une suite géométrique.

(b) Exprimer u,, en fonction de n.

1. Notons pour tout n >0 ,P(n) : 1 < u, < 3.
e La propriété est vraie pour n = 0 car ug = 2.
e Soit un entier n. Si on suppose que la propriété P(n)est vraie, montrons que P(n + 1) est encore
vraie. Comme u,, < 4 , up4+1 existe et par opérations on a: % < Upg1 < 3.
e La propriété est donc vraie pour tout entier n.

_ Upt1—1l _ wup-—1 _1
2.(a) vp41 = T3 = 3y donc v,q1 = 5 X vy
I\yn—1
. o _ —() 141
(b) On a d’apres le cours v, = vy x (3)" = —1 x ($)" ainsi u, = f’f’;}jl = (13+)(l)n
3
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

Calculer le terme général des suites (u,) suivantes :

1.
2.
3.

up=1et Vn € N, upy1 = —2u, + 4.
ug =2et Vn € N, upy1 = 3v, + 4.
upg=1et Vn € N, upy1 = v22u,

1. La suite est arithmético-géométrique, d’équation caractéristique associée x = —2r + 4 <=z = —.

4 4 4
La suite <un — 3) est donc géométrique de raison —2. On a donc : Vn € N, un—g =(-2)" <u0 — ),
n=0

3
ainsi :
4 (=2)"
VneN, u,=-—
"3 3
. La suite est arithmético-géométrique, d’équation caractéristique associée r = 3z + 4 <— = = —2.

La suite (u, +2),,5( est donc géométrique de raison 3. On a donc : Vn € N, u,, + 2 = 3" (ug + 2), ainsi :

]vneN, Uy =4 x 3" —2

. Par une récurrence rapide, on voit que : Vn € N, u,, existe et u, > 0.

Posons alors : Vn € N, v, = In(uy,).
On a vg = In(ug) =1In(1) = 0 et pour tout n € N :
In(2) 1

5 T gln

1
Unt+1 = In(upy1) = In(v2uy,) = 3 In(2uy) +

La suite (vn)n>0 est donc arithmético-géométrique, d’équation associée z = 1z + lné?) <~z =In(2).

La suite (v, — In(2)) est donc géométrique de raison 1/2, donc :

Vn €N, v, —In(2) = <;>n (vo — In(2)) = v, = In(2) — 22 _ 1y2) (1 _ )

et on en déduit que :

Vn € N7 Up = exp(vn) = exp (111(2) (1 _ 2]:n>> — 2172%
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1. Notons pour tout n € N, P(n) : « up = 2" —n ».
o Initialisation.
Pour n =0,onauy=1et 20 —0=1-0=1, donc P(0) est bien vraie.
o Hérédité.

Soit n > 0 fixé. Supposons que pour cet entier n, on ait P(n) vraie, i.e. u, = 2" —n.
Montrons qu’alors P(n + 1) est vraie, i.e. montrons que u,+; = 2"t — (n +1).

Un1 = 2up +1— 122" —p) +n—1=2"" —2n4n—1=2"" — (n41)

Ainsi, P(n + 1) est bien vraie.
e Conclusion. Par récurrence, on a bien que :Vn € N, P(n) est vraie.

2. (a) Pour n € N,

U1 —1  Qup+n—1)—1 2u,—1)4+n |u,—1 n
on - on - on | 9n-1 +2_n

(b) On a pour n > 1, en reconnaissant une somme télescopique.

n_lk_n_l uppr — 1 up—1\  up—1 ug—1 fuy,—1
z ok — Z ok T o9k=1 ) T Ton-1 ~ 9-1 | on-1
k=0 k=0

(c) On en déduit finalement, d’apres 1 et 2(b) que :

3
|
—_

k _2"—n—1_ 5 n+1

2k on—1 on—1

=~
Il

0
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

On souhaite montrer que pour tous entiers p, n telsque 0 <K p<n—1:

2o (R)-er()

—1 —1
1. Démontrer la formule en utilisant plusieurs fois la relation de Pascal : (n ) = (n) — (n 1).
p p p—

2. Démontrer la formule par récurrence sur n.

3. Démontrer la formule par récurrence sur p.

n—1
(Rappel : par convention, on pose que si p > n, ( ) =0).

1. Soient n et ptels que 0 <p<n—1.0na:

()= (G)-G2)

() ()

=) e (1) Go)
() e () ()
() () e () (D)
~ () e ()0 () e ()
- (on réitere le raisonnement p fois)
() () ()

P
-1

2. Notons pour tout entier n > 1: P(n) : «Vp € [0,n — 1], E (—1)* <Z> = (—1)P (n ) >.
p

k=0

e Pour n = 1, (et p = 0), on a bien que i(-l)’f(@ — (_1)0@) _

k=0

[

— (_1)0<8>, donc P(1) est

vraie.
e Soit n > 1. Supposons P(n) vraie.
Montrons qu’alors que P(n + 1) est vraie, i.e. que :

vp € [0,n], é(—l)kc:l) - (_1)p<z>

2019-2020 Lycée du Parc 36/42
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On a en utilisant la formule de Pascal :

vp € [0,n], Zp:(—l)k<nz 1) = kio(—uk ((Z) + (k " 1)) (en convenant que (g) =0))

k=0

|
M@
—~
|
—
=
=

Donc P(n + 1) est bien vraie.
e Par récurrence, pour tout n > 1, P(n) est vraie.

p
-1

3. Posons pour tout p > 0, on pose Q(p) : « Vn = p+ 1, E (—1)* (Z) = (-1)? (n > >
p

k=0

Wn > 1, (—1) <g‘> 1= (—1)0(” . 1>
donc Q(0) est vraie.

e Soit p > 0. Supposons Q(p) vraie et montrons que Q(p + 1) est vraie, c’est-a-dire montrons que :

Wn > p+2, %(—N(Z) = (-1 <Z; D

k=0

e Pourp=0,0na:

= (-1 ((pi 1) ) (n; 1))

On a donc bien Q(p + 1) vrale.
e Ainsi, par récurrence, Vp > 0, Q(p) est vraie.
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Soit (ay)n>0 la suite définie par :

ap=0 et VneN, apy1 =2a, +2"

—

. Montrer que pour tout n € N : a,, = n2""!

\V)

. Montrer que :

n
Vn € N, Z(ak—i-l —ag) = Gny1
k=0

n
. Rappeler la valeur de la somme Z 2F pour n € N.
k=0

w

4. En déduire que :

VneN, Y k2Fl=(mn-1)2"+1
k=0

1. Raisonnons par récurrence.
Notons pour tout n € N, P(n) : « a, = n2"" 1 ».
e Pour n = 0, on sait que ag = 0 et 0 x 27! = 0 aussi, donc P(0) est vraie.
e Soit n > 0 fixé.
Supposons que pour cet entier n, on ait P(n) vraie, i.e. « a, = n2" " ».
Montrons qu’alors on a P(n + 1) vraie aussi, i.e. « apt1 = (n+ 1)2" ».

ap+1 = 2an + 2” I{:R 2 (n2"_1) —+ 2” = 2nn + 2” — (n —+ 1)2"

donc P(n + 1) est bien vraie.
e Par récurrence, on a donc bien que : Vn € N, a, = n2"" !,

2. On reconnait une somme télescopique! On a donc :
n

E (Ag41 — Ak) = Gpy1 — G0 = Ang1 — 0 = a1
k=0

1— 2n+1

:2n+1_1
1-2 '

n
3. Pour n € N, onaZZk:
k=0

4. Finalement, pour tout n € N,
n

D (ak1 — ag) = ang1 = (n+1)2"

k=0
mais également :
n n n n
D (aker —ap) =Y (ap+27) =D (k2P 4 2F) =) kbl 4 (20t - 1)
k=0 k=0 k=0 k=0

On en déduit par égalité que :

n
(n+1)2"=> k2t 42rt -1
k=0
autrement dit :

n
okl =(m41)2" 2" p1=(n+1-2)2"+1=|(n—1)2" +1
k=0
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

1. Procédons par récurrence comme indiqué dans I’énoncé.

Notons :

Vn=p, P(n) @« Z (i:) = (ZI;) >

k=p

20)-0)-

k=p

(p—i— 1) .
= 1 aussi
p+1

n
e Soit n > p fixé. Supposons que pour cet entier n, P(n) est vraie, i.e. que « > (';) = (Zﬂ) >.
k=p

e Pour n =p, on a:

et par ailleurs :

donc P(p) est vraie.

Montrons qu’alors P(n + 1) est vraie aussi, ¢’est-a-dire que :

2 0)-01)

On a B
()20

“ (o))
= +
p+1 p
2
= (n * ) d’apres la formule de Pascal
p+1

Ainsi, P(n + 1) est bien vraie.
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e Finalement, par récurrence, on a bien que : Vn > p, P(n) est vraie.
2. Soitk>2.0na:

k+2\  (k+2)(k+1Dk(k—1)  (k+2)(k+ 1)k(k—1)
< 4 >_ 4x3x2x1 B 24
Ainsi :

2
24<k1 > 2k 4k +2k = (k+2)(k+1)k(k—1) =2k + k> + 2k = (k" +2k° — k> —2k) —2k% + k* 42k = &*

On a donc bien que :

k4:24<k+2>—2k3+k2+2k:

3. Soitn>2.0na:

k= k—l:n(n;l)—l
k=2 k=1
et
& ” (2n+1
Zkz_zk2 2_”(”‘1' )6(”+ )_1
k=2 k=1
et " " ) )
Zk3:2k3—13:n(n4+1) 1
k=2 k=1

4. Soit n > 2. Avec un changement d’indice j = k + 2, puis en appliquant la formule démontrée dans la

question 1, on obtient :
z”: k+2 _’i? 7\ _((n+2)+1\  [(n+3
4 ) 4) 4+1 -\ 5

k=2 j=4

5. Finalement :

Zk4 = (24<k12> —2k3+k2+2k>
k=2
" [k

=24 <12>—2§:k3+ik2+2§:2k
k=2 k=2 k=2 =2
n+3 n?(n+1)? n(n+1)(2n+1) n(n+1)
(1) () (e )y
:(n+3)(n+2)(n+1)n(n—1)_n2(”+1)2+2+n(n+1)(2n+1)_1+n(n+1)—2
) 2 6
:n(n+1){(n+3)(n—g2)(n—1)_n(n2+1)+2n;1+1}_1
n® n?+n—6) — n+n n
—n(n+1)[6( +4n? 4+ n — 6) 15;)(0 +n) + 5(2 +1)+30}_1
n3 +9n? +n—
:n(n+1)6 +93O+ 1
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1. Notons pour tout n € N, P(n) : "u, > 17.
e up=12>1, donc P(0) est vraie.
e Soit n > 0. Supposons que P(n) est vraie (i.e. u, > 1). Montrons alors que P(n+ 1) est vraie

1
Ups1 = u,21+2—n>ui=un>1

e Par récurrence, on a donc bien : Vn € N, u, > 1.
/ 1
2
Up1 = A Up + on > u2

(Un-l-l - un)(un-l-l + un) = U127,+1 — Uy =

2. Pour n € N, on a bien :

3.(a) Pourne N, on a:
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On en déduit donc bien que :

1

VneN, u —Upy = ——————
n+1 n 2n(Un+1 +u”)

(b) Soit n € N. On a :
2" (tns1 + up) = 2" x (141) = 2"+

D’ou :
1 < 1
Uptl — Up = <
n+1 n 2n(un+1 "‘Un) on+1
(c)
n—1
> (ups1 — ug) =ty — ug
k=0
On, en déduit que :
n—1 n—1 1
T TR pat
k=0 =
D’ou :
n—1 1 n 1
un K1+ g =1+ o
k=0 k=1
(d) On a:
G| ”(1)’c 1 1—()m L1
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On en déduit que :
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et par ailleurs
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(¢) On en déduit donc que :
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