Hypokhagne B/L Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

1 Suites récurrentes et formules explicites

1

Soit (up)n>1 la suite définie par : u; =0 et Vn € N* wuppq = ST
- Un

Conjecturer puis démontrer une expression de u,, en fonction de n.

Soit (un)n>o0 la suite définie par : up =1 et Vn e N, upt1 = 10u, —9n — 8.

Conjecturer puis démontrer une expression de u, en fonction de n.

Soit (un)n>0 la suite définie par : up =0 et Vn € N, w1 = uy, + 2™,

Conjecturer puis démontrer une expression de u, en fonction de n.

n
Soit (un)n>0 la suite définie par : up =0 et Vn € N*| u, =up—1 + o

n—+2
27’L
2. Montrer que pour tout entier n > 2, n 4+ 2 < 2". La suite (u,) est-elle minorée ?

1. Montrer que pour tout entier n, u, = 2 —

. La suite (u,) est-elle majorée ?

Soit (uy) la suite définie par : ug =4, u;p =8, et Vn € N, upto = 4upa1 + Sy,

Montrer que pour tout entier n € Ny on a : u, =2 x (—=1)" + 2 x 5™

7 7 1
@ Soit (uy,) la suite définie par : ug =4, u; = 3 et Vn €N, upio = Glntl — 3t
1 2n+1

_l’_

Montrer que pour tout entier n € N, on a : u, = T T g

Soit (uy,) la suite définie par : up =u; =1, et Vn €N, Upto = Upt1 + Up.

1. Montrer que pour tout entier n > 0, on a : n < Uy.

7 n
2. Montrer que pour tout entier n > 1, on a : u, < (4) )

n+3 Un,

Soit (uy) la suite définie par : ug = 2,u3 = —1, et  VneN, sk M. 2
oit (uy,) la suite définie par : ug U1 e n Una2 n+2un+1 I

n
1
Montrer que pour tout entier n € Nyon a: u, =5—3 E 5
7!
i=0

n
@ Soit (uy) la suite définie par : ug =1, et VneN, upt1 = Zuk

k=0
Montrer que pour tout entier n € N, on a : u, < nl.
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Hypokhagne B/L Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

2 Raisonnements par récurrence

Démontrer par récurrence que : Vn € N*, 5" > 2" 4+ 3",
n
Démontrer que : Vn € N*, Z(Zk: —1)=n%

k=1

Démontrer par récurrence que : Vn € N, 2" >n + 1.

3 Sommes et produits

Soit n > 5. Compléter les trous dans les égalités suivantes :

n ° n—1 . n+2 n
D Uk2 =D Uk D URT D e D ke =) e
k=3 k= k=4 k=1 k=3 k=e
Simplifier les sommes suivantes :
q qg—1
> (ursr — k), > (kg1 — up-1)
k=p k=p—3
Calculer pour tout entier n > 1 :
. 1
Sp=>» In(1+—
=2 (1 )
k=1
Calculer les sommes et produits suivants pour n > 2 :
n 2n 79
2k +1
1. 2 3. 1 5.
I > =
k=0 k=n k=29
n 45 n
1 1 k 1
2 (k_k 1> k+1 0 H<1_k2>
k=1 + k=5 * k=2
Calculer les sommes et produits suivants pour n > 2 :
> >t [z
1. —— 3. — 5. 2k(k+D)
|
— k(k+1) P (k+1)! Pl
- - k2 —1 - k k
2. 3 kk! 4.3 In <k2> 6. TT (+ +2% +1)
k=1 k=2 k=0
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Hypokhagne B/L Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

Calculer la somme :

3

r 1
kK n4+1-k

e
Il
—

Déterminer deux réels a et (8 tels que :

1 Q@ I3
vVt > 1
> t2—-1 t—1 + t+1
1
En déduire la valeur de la somme : Z 21
k=2
Montrer que :
2n n
(_1)]{*1 1
Vn > 1, =
" > ntk

Montrer que :

n

Yn>1, ﬁ(n+k) =2"[J(2k - 1)

k=1 k=1

En utilisant les relations de Chasles, calculer pour tout entier n € N :

2n 2n
Zmin(l{:,n), Zmax(k,n)
k=0 k=0
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Hypokhagne B/L Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

4 Sommes classiques

Calculer les sommes suivantes pour n > 2 :

1. Z(_l)k 9. <k_7|7: 1) 17. k(k’ — 1) (Z) Qk
k=0 k=0 k=0
- k - n 2k n
2. Zz 10. Z L1 2 18, n ) gh-tgn—k
k=2 k=1 k+1
on n k=0
n
3.3 5k 11. Z( )(—1)’“3k1 "o
g (_1)k_1 12 = -1 (T k=1
Ly G DI .
=2 k=0 20. k ok
n n 2+ 4n+k P k
5 Z(Zk—l—l) 13 ok
k=0 k=2 n n
n 3n+k n ) 21. <k>2k
6. . 14. Y k(K — 2k) =0
n 2n n kaok—1
=3 (1) 15. (-1t 2.3 () 2
k=0 =1 k=1
n 1 n n
Y (”Z > 16. Zk(Z)?,k 93. § " gk-lgn-k+1 <Z>
k=0 k=0 k=1

5 Coefficients binomiaux

k kE+1 k
Soit p € N. Montrer que pour k > p, (p) = < + > - <p >

p+1 +1

1 "k n+1
En déduire que pour n > p, on a Z = .

" \P p+1

20
Application : Calculer Z k(k—1)(k —2)(k —3).
k=4
Soient n et p deux entiers tels que 1 <p < n — 1.

Montrer que pour tout entier j tel que 0 < j < p, on a : <n> (n B ]> - (n> (p>

J
En déduire la valeur de Z <n> <n B j)

VAN
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Hypokhagne B/L Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

6 Sommes doubles

Calculer les sommes doubles suivantes pour n > 2 :

Loy 2% 3. ) ij. 5.0 (i+4).

0<i,j<n 1<i,jsn I<i<jsn
)
2. E max(i,j). 4. E 1. 6. g E -.
1<i,j<n 1<i<j<n i=1 j=i J

n
Vérifier que pour tout n > 1 : Z K2k = Z 2F puis calculer cette somme.
k=1

1<j<ksn

Soient (ay) et (by) deux suites de réels. On définit deux suites (u,) et (v,) de la maniére suivante :

n
Vn €N, un:Zak, Up = bpt1 — by

k=0
n n—1
1. Montrer que : Z apbr = upb, — Z UKV
k=0 k=0
n
2. Application : calculer la somme Z 2 k.
k=0
N-1 N (71)]@ N (71)k
MontrerquepourN}l:Z Z 12 :Z e
n=0 k=n+1 k=1

Onmotepowrn>2:V= [[ i, w= [] 4 Xx= ][] 4 Y= [ i, 2= ][ i

1<i,j<n 1<i#j<n 1<i<j<n 1<j<i<n 1<i<j<n
Calculer V. En déduire W. Exprimer W en fonction de X et Y.
Montrer, sans calcul, que X =Y. En déduire X puis Z.
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Hypokhagne B/L Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

7 Suites usuelles

On considere la suite définie par ug = 1 et pour tout entier naturel n, u,+1 = 474%
1. Montrer par récurrence sur n que u, existe et 1 < u, < 2.
2. Pour tout entier naturel n, on pose v, = ﬁ
(a) Montrer que (vy,) est une suite arithmétique.
(b) Exprimer u, en fonction de n.
On considere la suite définie par ug = 2 et pour tout entier naturel n, uy1 = 4_3u

1. Montrer par récurrence sur n que u, existe et 1 < u,, < 3.

Up—1
Un—3"°

(a) Montrer que (v,) est une suite géométrique.

2. Pour tout entier naturel n, on pose v, =

(b) Exprimer u,, en fonction de n.

Calculer le terme général des suites (uy,) suivantes :
.ug=1letVn € N, upyp1 = —2uy, + 4.

Lug=2etVn €N, upy1 = 3v, +4.

Lug=1et Vn €N, upr1 = V2u,

w N =

8 Pour aller plus loin

On considere la suite définie par :

ug = 1,
Vn €N, upr1 = 2u, +n — 1.

1. Montrer que, pour tout n € N, u, = 2" —n.

2. (a) Montrer que :
Upy1 — 1 up—1 n

Vn (S N, on = 2TL71 + 27
(b) En déduire que :
Sk ou,—1
* _ Yn
k=0
n—1
(c) Calculer finalement la valeur de Z ok en fonction de n.
k=0
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Hypokhagne B/L Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

On souhaite montrer que pour tous entiers p, n tels que 0 <p<n—1:
P n n—1
S0t(y) = (")
k p
k=0

-1 —1
1. Démontrer la formule en utilisant plusieurs fois la relation de Pascal : (n > = <n> — <n 1>.
p p p—

2. Démontrer la formule par récurrence sur n.

3. Démontrer la formule par récurrence sur p.

n—1
(Rappel : par convention, on pose que si p > n, < ) =0).

Soit (an)n>0 la suite définie par :

ap=0 et VneN, a1 = 2a,+2"

1. Montrer que pour tout n € N : a,, = n2"~!
2. Montrer que :

n
Vn € N, Z(ak_H - ak) = Qp+1
k=0

n
3. Rappeler la valeur de la somme Z 2F pour n € N.
k=0
4. En déduire que :

VneN, Y k2Fl=(n-1)2"+1
k=0

n
k n+1
1. Soit p un entier fixé, tel que p > 1. Montrer par récurrence que : Vn > p, Z < > = < + )

P p+1

k+2
2. Montrer que pour tout entier k > 2, on a : k* = 24( 1_ > — 23 + K + 2k.

3. Soit n > 2. Caleuler » k, > k> et » K.
2 k=2

é(kj[z) _ <n—|5—3>

4. Montrer pour n > 2, on a :
Zk4_n(n+1)(6n3+9n2+n—1) )
= 20 _

5. En déduire que pour n > 2 :
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Hypokhagne B/L Exercices Chapitre 1 - Les nombres entiers

On considere la suite (u,) définie par :

/ 1
u =1 et VYneN, u,41 = ui—l—Q—n

1. Montrer par récurrence que : Vn € N, u, > 1.
2. Montrer que Vn € N, upy1 = up.

3. (a) Vérifier que pour n € N, on a :
1

Uptl — Uy = .
n+1 n 2n(u”+1+_Un)

(b) En déduire que : Yn € N, up41 — up <

on+1°
n—1
(c) Calculer pour n > 1, » (ugs1 — ug) et en déduire que :
k=0
“ 1
Vn € N*, u,, < 1+Z?.

k=1

n
1
(d) Rappeler la valeur de Z ok En déduire que :
k=1

vn € N*, u, < 2.

4. On définit une suite (vy,) par :
Vn €N, v, = ul.

(a) Pour n € N, exprimer v,,4+1 en fonction de v, et de n.
n—1
(b) Calculer la somme Z(ka — vg) de deux maniéres différentes.
k=0
En déduire I’expression de v, en fonction de n € N.

(c) Déterminer 'expression de u,, en fonction de n € N.
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