Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 06 - Nombres complexes et trigonométrie

06.1| Déterminer la forme algébrique des complexes suivants :

1. 21 = (3+2i)(5+1) 3. z3=14" (n €N), 5. 25 = (i —v/2)3
—(2=9)(1+19) 6 oL
1 (2 +1i)2 s 6= T
2711 S Y it1
1.

2= (3420)(5+1) — (2—i)(1+1) = (15 + 130 + 2%) — (2 + 14 — i%) = (13 + 134) — (3 + i) = 10 + 12i]

2.
1 1—(144)  —i  —i(l—i) —i+i? 1 1.
22: —1: - = - = g =|—— — —1
141 1+ 141 2 2 2 2
3. Onail=i,i2=—-1,3=—i,i* =1, =14, i = —1,...par une récurrence immédiate on obtient :
1 sin =4k
i sin=4k+1
z3 = .
-1 sin=4k+ 2
—1 sin=4k+3
4.
B 249 (A+4i+i3)(1+30)  (3+40)(1430)  3—-12+4i+9i ;9+13Z,
YT o8 1+9 B 10 B 10 110 " 10
5.
z5 = (i — V2)3 =% + 3i%(—V2) + 3i(—V2)? + (—=V2)® = —i + 3V2 + 6i — 22 = | V2 + 5i
6.
1 1 1 -2 —2(1—1) -
=6 1 1 = —1—i 142 2
1+ 1 2

Déterminer le module et un argument des complexes suivants :

1. z1=1+1 3. 23=14++3 5. 25 = —v/2%
2. zg=1—4 4, 74 = —2 6. 26 = (14 /30)°

1. |z1] = V1+1=1+/2et alors :

: V2 V2. TN .. (T =
21:\/§<\2+\}§z) :\/§<22—|—22z> :\f2<cos(z>—|—zsm(z>> = \/Ee

I

2. On a directement zo = z7, donc :

2o = \@e’% = \/5671%
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 06 - Nombres complexes et trigonométrie

3. |zl =vV1+3=+V4=2et alors :
1 3 g
z3 =2 <2 + {z) =2 (cos (g) + 7sin (g)) = 2¢'3
4. On a directement z4 = —2 =

5. On a directement z5 = —v/2i = v/2¢'™ x els = \@ei%ﬂ

2\ D 5
6. 26 = (1+v/3i)° = 23 = (24@) = |25¢i%F

1+t
Soit t € R. Déterminer le module de z; = 2 + 2it — 1 et de 25 = %, simplifiés au maximum.
—

2
1. Onat?+42it—1 =1 +2it+i% = (t+4)% Donc : |z1] = |(t +1)2] :yt+z'|2:( t2+1) =211

1+t ‘1+Z't‘ ‘23| |Z3’
= = —= — = 1 .
L—at] [L—at]  |z] |z

2. Notons z3 = 1+ it. On a alors : |22 = ‘

Soit 0 € [0, 27]. Mettre les complexes 21 = € + 1 et 23 = 1 — € sous forme trigonométrique.

1. Soit 8 € R. En factorisant par ’angle moitié, on obtient :

, . . . o\ .
z1=1+4¢? = ei2 (e_zg + e’%) = 2cos <2) eis

z1 = 2cos <Z) e

qui fournit exactement la forme exponentielle de z7.

2éme cas: si cos (%) < 0, alors :
0 o
21 = <—2 cos <2>> latin

qui fournit exactement la forme exponentielle de z7.

ler cas: si cos (g) > 0, alors :

(SIS

2. Soit 6 € R. En factorisant par I’angle moitié, on obtient :
. 4 ) . o\ .
z1=1-— e? = ezg (eilg — elg) = —2¢sin <2> e’
ler cas: si sin (g) > 0, alors :
0\ ;0 ;=
29 = 2sin <2> ia—i%

qui fournit exactement la forme exponentielle de zs.
2éme cas: si sin (g) < 0, alors :
2o = (—2 sin <g>> et

qui fournit exactement la forme exponentielle de zs.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 06 - Nombres complexes et trigonométrie

Démontrer les formules suivantes pour tous réels a et b.
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b), sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a)

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)

1. cos(a+b) = Re (e!@?)),
Or

eHatt) — ¢lagi® — (cos(a) + isin(a)) (cos(b) + isin(b))
= cos(a) cos(b) + i cos(a) sin(b) + i sin(a) cos(b) + i* sin(a) sin(b)
= (cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)) + i (cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b))

Donc en prenant la partie réelle, on trouve bien que

’ cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) ‘

2. En utilisant la relation précédente, on a :

cos(a — b) = cos(a + (—b)) = cos(a) cos(—b) — sin(a) sin(—b) = ’cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) ‘

3. sin(a +b) = Im (e'@+?)
Or, on a déja calculé ¢/(*+?) = (cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)) + i (cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b)).
Donc en prenant la partie imaginaire, on trouve bien que

’sin(a + b) = cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b) ‘

4. En utilisant la relation précédente, on a :

sin(a — b) = sin(a + (~b)) = cos(a) sin(~b) + sin(a) cos(~b) = | - cos(a) sin(b) + sin(a) cos(b) |

Démontrer les formules suivantes pour tous réels a et b.
—b b —b b
cos(a) + cos(b) = 2 cos (a 3 ) cos (a—;— ) cos(a) — cos(b) = —2sin (a 5 ) sin (a;_ )

sin(a) + sin(b) = 2 cos (a ; b) sin (a ;r b) sin(a) — sin(b) = 2sin (a g b) cos (a ; b)

1. cos(a) + cos(b) = Re(e®) + Re(e®) = Re(e® + €?)
Or

. . -a+b -a—b -b—a
ele +ezb — " (el—2 + P )

:eia?H)2COS<a_b>

2

_ 9 a—b a+b +isin a+b
= 2cos — cos 5 18 —

Donc en prenant la partie réelle, on obtient bien que

cos(a) + cos(b) = 2cos <a ; b> cos (a + b>

2
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2. cos(a) — cos(b) = Re(e) — Re(e®) = Re(e!® — )
Or

Donc en prenant la partie réelle, on obtient bien que
—-b b
cos(a) — cos(b) = —2sin <a 5 ) sin <a—2k )

3. sin(a) + sin(b) = Im(e™) + Im(e®) = Im(e’® + €')
Or on a déja calculé e + e = 2 cos (%b) [cos (“T‘H’) + ¢sin (%‘H’)], donc en prenant les parties imagi-

naires, on obtient bien que
- b
sin(a) + sin(b) = 2 cos <a 5 > sin (a—;— )

4. En utilisant la relation précédente, on a :

sin(a) — sin(b) = 2 cos <a2+b> sin (a ; b)

En utilisant la Formule de Moivre, exprimer cos(2x), cos(3z) et cos(5z) en fonction de cos(x).

1. 4
cos(2z) = Re (")
Or, A A
€2 = (e)? = (cos(z) 4 isin(x))? = cos?(x) — sin?(z) + 2i cos(x) sin(x)
Donc
cos(2x) = cos®(z) — sin?(x) = cos?(z) — (1 — cos*(x)) = 2cos?(z) — 1
On a donc
cos(2z) = 2cos?(z) — 1
2. ‘
cos(3z) = Re (6231)
Or,
e = ()% = (cos(z) + isin(x))? = cos®(x) + 3i cos?(x) sin(z) — 3 cos(z) sin®(x) — i sin?(z)
Donc
cos(3z) = cos®(2) — 3 cos(z) sin?(z) = cos®(z) — 3 cos() (1- cosz(:p)) = 4 cos®(z) — 3 cos(x)
On a donc

cos(3z) = 4cos®(z) — 3 cos()
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cos(bx) = Re (ei%)

% = (¢'7)® = (cos(x) + isin(x))®

0s®(x) 4 5icos?(x) sin(z) — 10 cos® () sin?(z) — 10i cos?(z) sin®(x) 4 5 cos(x) sin? (2) + i sin’ (x)

cos(5z) = cos®(z) — 10 cos®(z) sin?(z) + 5005( ) sin(z)
= cos’(x) — 10 cos®(x) (1- cos? (z)) + 5cos(z) (1 — 0082(33)) (1- COSQ(ZE))

=|16cos’(z) — 20 cos®(x) + 5 cos(z)

Linéariser : sin?(z), cos3(z), sin*(z), sin?(x)cos?(z).

1.
5 el _ efi:v 2 1 9
— _ = (i —iT
sm(a:)—( 5 ) —_4(6 e™"")
—_ ;1 (62i$ — 24 e—2im) — ;1 (621'1' + 6—22'3: _ 2)
4 4
—1 -1
=7 (2cos(2x) —2) = 5 (cos(2z) — 1)
1 1
=53 cos(2x)
2.
T 1 . )
COS ( ) g (ezx + 6—137)3
é( 3zx+3ezx+3€ i Te 32':1:)
1
=3 (2 cos(3x) + 6 cos(z))
=|-cos(3x) + §Cos(:zf)
4 4
3.

(eix o efigc)4

sin®(z) = (36)4
T

1
_ % (6421‘ 4632:(: —ix + 6627L1’e—2m _ 4eixe—3ix + 6—41':1:)
1 . . ) .
= == ("7 + e747) — 4(e7 1 e7%7) 4 )
1
=16 (2 cos(4zx) — 8 cos(2x) + 6)
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. 9 ‘2 B e'Ll’ _ e—ZI eZCC _|_ 6—7/1'
sin®(x) cos”(x) = ( 5 )

— % 9 % o
:16(€zx+6 11_2)(6136_'_6 zm+2)
-1 , 4 4 . . 4
— T (e4m+1+2621x+1+674zx+2672w_26211_26721:):_4)
-1
= —6(2005(436) —2)

Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes :

1. cos(2z) =0 4. cos(z) = sin(z)
2. sin(3z) = —\/73 5. cos (3z — §) =sin (%)
3. cos(x) =0 6. sin (2z — §) = cos (z + %)
1.
T T s
cos(2x):0<:>3k€Z/2x:§+k7r<:>Elk€Z/x:Z k§
On a donc : S:{z—i—ki, keZ}.
4 2
3 . T .
2. Remarquons que —5 = sin (—g) On a donc pour tout réel x :
dk € Z [ 3z = —% + 2km
sin(3z) = —\ég <= sin(3x) = sin (—g) <= < ou

3k€Z/3r=m+7%+2%kn

JkeZ/x=-3+%2kn
— ou
kEL)v="+2kn

On a donc : S—{—W—i—Qkﬂ, 41—‘1-2]{71', kEZ}.

9 3 9 3
3.
™ T
cos(z) 20<«<=3kecZ/ —§+2k:7r<x<§+2k‘7r
On a donc : |S = U [—§+2/~c7r, —|—2k7r} !
kEZ
4.

cos(z) =sin(z) <= Ik €Z |z = % + km

On a donc : S:{%—ka, kGZ}.
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5.
(32 = 3) =sin (§) == cos (30 §) =eon (§)
COS x 4 = Sin 6 COS X 4 = 3
<:>3:L‘—E:jzz+2k7r,k€Z
4 3
Ainsi : o o
s s s ™ ™ m
=< —+—4+—,k€eZ ——+—=+—,keZ
S {9+12+ 5 k€ }U{ 9+12+ 5 k€ }
6.
o (ar ) e (o ) e (ae ) (5
S T 1 = COoS (T 6 S11 €T 4 =S 5 i
22 -7 =5-—x—§+2%kmkelk
< ¢ ou
2e—f=m—(5—x—%)+2km,kecl
Ainsi :

2w 2km 117
S—{9+3, kJGZ}U{u‘l‘QkﬂT, I{ZEZ}

™

6

)

06.10| Soit « € R et soit n € N. Calculer les sommes suivantes :

n

Ap(z) = Z cos(kx), B, (z) = Zsin(kx)
k=0

k=0
e e
Cllew) = (k) cos(kzx), Dlla) = Z (k) sin(kx)
k=0 k=0
1.
n n ) n )
Ap(x) = Z cos(kx) = Z Re <61k$) = Re (Z em””)
k=0 k=0 k=0
n .
On doit donc chercher la partie réelle de la somme Y ei*?.
k=0
iz n+1 )
En:eikx:f:(eix)k: % sie” #1
Or
€ =1<=3IpecZ/xz=2pn
ler cas : 3p € Z / x = 2pm, alors ¢ = 1. Alors
Zelkx:n—i—l, Re<26’k’“>:n+1
k=0 k=0
2016-2017 Lycée du Parc
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2&me cas : Vp € Z, x # 2pm, alors ' # 1. Alors

z(n+1)
no 1— eix(nJrl e’ (6
B

2 :ezkm — ' : :
1—¢e® ( —z% _ ez%)

k=0 6
1 1
—9isin < z(n + ) sin <w(n+)>
ine 2 ine 2

— e 2 — e 2

(D) ")
7 S11 B Sin D)

B AN Sin( 2
_[COS(2> Zsm(2” . (a:)

S11

z(n+1) z(n+1) )

2

Donc Re (kio e”“”) — cos (1) Ein (g) )

On en conclut donc que

n+1 six € {2pm, peZ}
. (n+1)
An(z) = nT St
cos (—) sinon
2 a(3)
sin ( —
2
2.
n ) n
Zsm kx Z (e’kx> =Im (Z m)
k=0 k=0
n .
On doit donc chercher la partie imaginaire de la somme > ¢?*®
k=0
Or, on a déja calculé cette somme dans la question précédente. On en déduit que
0 six € {2pm, peZ}
. (x(n+1)
By (x) = . /nT S 2 )
sin (7) : (m) sinon
sin ( =
2
3.
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Hypokhagne B/L Correction Exercices Chapitre 06 - Nombres complexes et trigonométrie

On en déduit donc que

Dy (z) = éo (Z) sin(kz) = kio (Z) Im <ezkx) I (Zn: <Z> em>

k=0
n

On doit donc chercher la partie imaginaire de Z (
k=0

Dy (x)=2" (cos (g))n sin (%)

n
k

)e““. Or, on I'a déja calculée a la question précé-

dente : on a donc

06.11| Soit a un réel strictement positif. Résoudre dans C les équations suivantes (donner les solutions sous

forme algébrique et exponentielle) :

1. 22=a 3. 22 =ia 5. 22 = —qa2

2. 22=—q 4. z¢ = —ia 6. 22 =ia

S = {£e'1/a}

, 2 . .
4. zzz—ia<:>z2:(e_11\/ﬁ> < z=e¢"1/a ou z=-e"1\/a

S ={xe "1 a}
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5. 22 = —a? &= 22 = (ia)? <= 2z =1ia ou z=—ia
S = {xia}
2 . .
6 z2—m2<:>22—<e’4a) & z==¢'iqg ou z=—¢€"4qa
S = {+e'ia}

06.12| Résoudre les équations suivantes dans C :

1. iz4+5i —3=(1—4i)z—1 8. (z+ 1D+ (2+1)2+1=0

2. (iz+1)2(22-3i)=0 23 =4

3. 22+2+1=0 10. 2% = 4v/2(1 — 1)

4. 22 =8—6i 11. 25+64=0

5. 22 =2-3iv5b 12. e =2+2i

6. 122+ (4i—3)z+i—5=0 13. (z —2)" = (2 + 2)" (avec n € N).
7. 22— (1+5))2—6+7i=0 14. (z+14)" = (2 —i)" (avec n € N).

1. Pour tout z € C,

2 Bi  (2-5i)(—1—5) —27—5i
24 5i—3=(1—4i)z — 1= (5i — 1)z =2 — 5i = » = i _2=50( D _ !

—1+5i 12 4 52 26
d’ou :
—27 — 5i
S=———
5
2. Pour tout z € C, on a :
iz+1=0 z=1
(iz+1)%(22 = 3i) =0 <= { ou < ¢ ou
22-3i=0 z=3i
3. lére méthode : 22 + 2 +1 = 0 : on calcule A =1 —4 = —3. Il y a donc deux solutions qui sont
complexes conjuguées :
—14‘\/5Z _1_\/§i .9
S e =
{ I } {5.57}
2éme méthode : on vérifie que z = 1 n’est pas une solution de 1’équation. Puis, pour tout z € C, z # 1,
on a :
2 127 3
1+z+2 :O<:>1 =0<=2"=1<=2€Us\ {1}
—z
et donc :
S =1{j,i%
4. 22 =8—6i
Cherchons z,y deux réels tels que (z +iy)? =8 — 6i. On a :
2’ —y* =38 a? =9 (z,y) = (3,-1)
(9:+iy)2:8—6i<:> 2+ =V82+62=10 <= 1y’ =1 <~ { ou
2zy = —6 Ty = —3 (z,y) = (=3,1)
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On a donc pour tout z € C,
P2 =8—-6i=22=3—-0)2 <= z2=+(3—1)

D’ou :

(S={3—i,—3+1}|

5. 22=2-3iV/5
Cherhons x, y deux réels tels que : (z +iy)? = 2 — 3iv/5. On a :

$2—y2:2 :Z;z:% (xay)_(ggﬁv_\/ggﬂ)
(z+iy)? =2-3iVo = { 22+ 2 =V2+3Zx5=7 <= ¥ =13 —{ ou
2£Uy = _3\/5 1Y = 732\/5 (:Cay) - (7¥5 \/52\/5)
6. iz 4+ (4i —3)z+i—-5=0
Ona A = (4i —3)% — 4i(i — 5) = (=16 — 24i +9) — 4i% + 20i = —3 — 4i.
Cherchons z,y deux réels tels que (x +iy)? = —3 — 4i. On a :
$2—y2:—3 3;2:1 (.’L’,y):(—l,2)
(z+iy)?=-3-die={ 22+ =VR+42=5 —<{ 3’ =4 << { ou
20y = —4 xy = —2 (z,y) =(1,-2)
On a donc A = —3 — 4i = (1 — 24)%. On a donc deux solutions complexes pour ’équation :
—(4i-3)—(1—-2i) —4i+3—-1+4+2i .
z1 = - = - =—-1—1
i) 2%

et
—(4i —3) 4+ (1 — 21) —4i4+3+1—2
22 = ; = ;
21 21

(S ={-3-2i, —-1—1}|

=—-3-2

7.22-(14+5))z2—6+T7i=0

. ST i 2
OnaA = (145i)2—4(—6+7i) = 1-25+10i+24—28i = —18i = 2x9x e = (\/53637) = (=3 +30)%

On a donc deux solutions complexes pour 1’équation :

(145i) — (=3+3i)  4+2

z1 = 9 9 =241
° 1+52 34 30 2481
222( +5i) + (=3 + z):— + Y
2 2
(S={2+i, —1+4i}|
8. (z+1D*+(z+1)2+1=0
Posons u = (z + 1)? et résolvons déja u? +u + 1 = 0.
OnaA=1-4=-3, donc:
—1++3i 2im i

WCHu+l=0<u= <:>u:jouu:j2<:>u:eToueT

2
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Ainsi :
D) 4 (1) +1=0<= (z+1)*=¢ ¥ ou(z+1)? =€
= (z+1)2=(e5)2ou(z+1)2 = (e )2

<:>z+1:ﬂ:e%ﬂ ouz—i—l::l:e%

<:>z:—1:|:<1+i\é§> ouz:—1i<—;+i\é§>

2

S = -

-0 =i, —— +1 , =5 — 1

3 V3 -1 V3 3 V3 1 3
9 "9 g Ty o 2

9. Pour tout z € C, on a :

10. Pour tout z € C, on a :

B =421 —i) e B =8 (\/52 - \/522')
— 23 =8¢ '1

= 23 = (2e712)3

3
<:>< Z.,T> —1
2e'12

z z . z K
<= — =1 ou — =jou —5 =]
2e 12 2e 12 2e 12

o —iX _ oalz _ o2
<= z=2e "2 0uz=2e12 ouz=2e14

. T 57
_ —is i 2T
S—{2e 12, 2e 12,264}

11. Pour tout z € C, on a :

o3

-

,276+64:O<:>,274:—64<:>24:<ez

N
<~ < ,7,> =1
2e'6

e Tk e[0,5] / z =26 eHT

On a donc :

S = {261%“"?%, k e [o, 5]]}
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12. Cherchons z sous la forme z = x + iy. Alors
T = 2 4 2] = e = 2 + 2i <= € (cos(y) +isin(y)) = 2 + 2i
Ecrivons 2 + 2i en forme trigonométrique. On |2 + 2i| = v/22 4+ 22 = /8 = 2V/2.
Done 2+ 2i = 2v2 (2 + i) = 2v2¢'5.
Ainsi, on doit trouver les couples (x,y) qui vérifient :
e = 2v/2¢'7

Autrement dit on doit avoir :
et = 2v/2
HkEZ/y:%—I—Wfﬂ
ainsi :
x =1n(2%?) = 3 1n()
EIk:EZ/yz%Jernr

L’ensemble des solutions est donc :

3 T
S:{an(2)+z<4+k27r>, kEZ}

13. (z—=2)" = (2+2)" (avec n € N).
Déja, remarquons que —2 n’est pas une solution de 1’équation (on obtiendrait (—4)" = 0" ...).
On peut donc résoudre dans C\ {—2}.
De plus, pour tout z € C, z # —2:

—_92\"
(z2)”=(z+2)”<:><z+2> =1 (car z # —2)
z—2
U
<:>Z+2E n
Z_2 21k
— dk 0,n—1 —e n
elon—1]/ i =
21k 21k
< Jke0,n—-1]/z—2=zen +2en
21k 21k

— Jkeo,n—-1]/z01—en )=2+2e =

2ikm

24+2en
— Jkefl,n-1]/ z= ;emﬁ (on doit enlever le cas k = 0)
1—en
2+2 2ikm
e n
1—e n

14. (z4+4)" = (2 —1)" (avec n € N).
Déja, remarquons que i n’est pas une solution de I’équation (on obtiendrait (24)" = 0™ ...).

On peut donc résoudre dans C \ {i}.
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De plus, pour tout z € C, z #1i :

N\ N
(z+z’)":(z—i)”<:><z+z_> =1 (car z #1)
z—1
Z+Z,6Un
z—1
— er[[o,n—l]]/erz.:e%
z—1
. 2ikm . 2ikm
< Jke[0,n—-1]/z+i=zen —ien
< Jke[o,n-1]/ z(l—e%fﬁ) =i—ie
. . 2ikw
<— Jkel,n-1]/z= % (on doit enlever le cas k = 0)
l1—en
. . 2ikm
1—en

06.13| Déterminer sous forme algébrique les racines carrées de v/3 + i. En déduire les valeurs exactes de
() won ()
— in(—).
cos | 15 ) et sin{ 5

Cherchons les réels = et y tels que :

-yt =3 22% =2+ /3 a? =1+ %
(z+iy)? =V3+ie={ 224+ =V3+1=2 <= 22=2-3 — =1
20y =1 2xy =1 xy >0

Les racines carrées de v/3 + i sont donc :

(D09« 0D

Mais d’autre part, on a :

; i N2
\/§+i=2(\/§2+;> = 2e's = (\@elﬁ>

donc nécessairement, par identification on a :

V2eitz = <1+\f> +z’<1—\g§>

cos(f2> :\/54_1\/5 et sin <%) :\6_1\/g

autrement dit :
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On note w = exp (%—W)

7
On pose u = w + w? + w et v = w3 + W + Wb.
Calculer © + v et wv. En déduire u et v.

Remarquons que par son expression, on reconnait que w est une racine 7-ieme de 1, donc w’ = 1.

wrv=wt+w? +wt+wd+uw’+ub
6
k=1
1—wb
wl—w

w—w7

car w # 1

1—w
1

-

w = (w+ w? + wh)(W? + W’ + o)
:w4+w6+w7+w5—|—w7—|—w8+w7+w9+w10
w1+ 1wt 1w +u?
=(14+w+w? +w?+w+w®+wb) +2

=0+2=|2]

On cherche donc u et v tels que u + v = —1 et uv = 2. Autrement dit, on sait que u et v sont les deux
racines du polynome

X*+X+2
(car la somme des racines fait —1 et le produit des racines fait 2).
Or, on connait les solutions de cette équation : Al — 8 = —7 = 7i2. Donc les deux solutions de 1’équation
sont : v
—1 —iv7
— et —1+iV72

Donc u et v sont donc les deux valeurs précédentes.
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1. Montrer que Vz € R, sin(z) < z

.’1}2

2. Montrer que Vz € R, cos(z) > 1 — 5

1. Posons pour tout x € RY, f(z) = sin(z) — .
La fonction f est dérivable sur R™ comme somme de deux fonctions dérivables sur R et

Vz € RT, f'(x) = cos(x) —1 <0

La fonction f est donc décroissante sur R™

T 0 400
f'(@) +

f(0) =sin(0) — 0 = 0. On en déduit que Vo € RT, f(z) < 0, autrement dit

Vz € R, sin(z) — o < 0= Vx € R" sin(z) <z

2
T
2. Posons pour tout x € RT, g(z) = cos(z) — 1 + —.
Déja remarquons que la fonction g est paire. Etudions-la sur [0, +o0o[ et par symétrie, nous en déduirons
I’étude sur | — 0o, 0]. La fonction g est dérivable sur Rt comme somme de trois fonctions dérivables sur
RT et
Vz € RT, ¢/(z) = —sin(z) + 2= —f(2) >0
La fonction g est donc croissante sur RT. Par parité, on en déduit que la fonction g est décroissante sur
R™.

x —00 0 400

- +
0

g(0) = cos(0) — 140 = 0. On en déduit que Vz € R, g(z) > 0, autrement dit

2 2

Vz € R, cos(x)—1+%20:>Vx€R,cos(x)>1—%
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06.16 | Déterminer les limites suivantes :

; ecos(m) —e
1. lim ———
z—0 tan(z) sin(3x)

1
2. lm =z (el/w — CoS (—))
Tr—+00 €T

5 T V/1+sin(z) — /1 —sin(x)

z—0+ tan(z)
4. lim (1 - sin(x)) tan?(x)
x—7/2

ecos(gg) —e e (ecos(x)fl _ 1)
tan(z)sin(3z)  tan(z)sin(3z)

Or, tan(z) ~ x etsin(3z) ~ 3z.

z—0 z—0
De plus, cos(z) =1 — 0 et e —1 ~ wu, donc finalement :
z—0 u—0
1,2
eo03(®) _ ¢ e x (cos(x) — 1) € <_7) _—e
tan(z) sin(3z) z—0 x X 3z =0 372
D’oti :
ecos(z) _ o —e
250 tan(z)sin(3z) 6
2.
1/x 1 1/x 1 1/x 1
x|e’" —cos| — =z|(e’*—=1+1—cos| — :x(e —1>+a: 1—cos| —
x x T
Or,x(el/x—l) ~ xx%:1 — 1.
T—+00 r—r—+00
1)) 3\ _ 1
Et, z (1 —cos (1)) = —x (cos(1/z) — 1) S T <— 5 > =% 0.
Donc, par somme, on en déduit que
: 1/x 1
lim z|e/* —cos| — =1
Tr——+00 €T
3.

V/1+sin(z) — /1 —sin(x) _ (1+sin(z)) — (1 — sin(z))

(
tan(z) tan(z) <\/1 +sin(z) + /1 — sin($)>

donc,

lim \/1 + sin(x) — \/1 — sin(z) _1q
z—0+ tan(x)
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4. Posons & = § — h,

2
Rappelons que sin (§ — h) = cos(h) et cos (5 — h) = sin(h). On a donc

cos (3 —h) sin(h)
On a donc

1 —sin(x) _ cos?(h)(1 — cos(h)) _Ix (1 —cos(h)) (cos(h) —1) 1
tan?(x) sin?(h) h—0 h? h? h—0 2

donc

1
. 1—si 2 _ =
mgglm( sin(z)) tan”(z) 5

Montrer que

Vx € [—1,1], Arcsin(x) + Arccos(z) = g

Posons pour tout z € [—1,1], f(z) = Arcsin(z) + Arccos(z).
La fonction f est continue sur [—1, 1] comme somme de deux fonctions continues sur [—1, 1] et dérivable a priori

sur | — 1, 1] car ¢’est une somme de deux fonctions dérivables sur | — 1, 1].

On a:
1 1

T Vi—22 VI a2
On en déduit donc que f est constante sur tout U'intervalle | — 1, 1[, et par continuité en 1 et —1, elle est méme

constante sur tout [—1,1].
Comme f(0) = Arcsin(0) + Arccos(0) = 0 + 7, on en déduit que

Vo el — 1,1, f'(z) =0

Vo € [—1,1], Arcsin(x) 4+ Arccos(z) = g

06.18 | Montrer que pour tout x € R*,

siz >0

b 3

1
Arctan(z) + Arctan (—) = T
z —3 siz <0

1
Posons pour tout x € R*, f(x) = Arctan(z) + Arctan <>
T

La fonction f est continue et dérivable sur R* puisque z + 1/x est dérivable sur Rt & valeurs dans R* et que
la fonction Arctan est bien dérivable sur R*. On a :

1 1 1 1 1
Ve eR*, fl@) = —— + (= - - —0
veR, [) 1+x2+< x2> 1\? 1+22 a2+1
1+ (3)
T
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On en déduit donc que f est constante sur chacun de ses intervalles de définition. Autrement dit, f est constante
sur | — 00, 0] et sur |0, +oo[. A priori, aucune raison pour que ce soit la méme valeur sur ces deux intervalles.
De plus, hI—iI-l f(x) =m/2, donc si f est constante sur |0, 4o0[, on doit avoir f constante égale a m/2.

T—r+00

De méme, lim f(x) = —m/2, donc si f est constante sur | — 0o, 0, on doit avoir f constante égale a —7 /2.
T——00
Finalement, x € R*,
1 T six >0
Vz € R*, Arctan(x) + Arctan <> = 2 T
x —3 siz <0

06.19| Montrer que la fonction

f:x — 2Arctan (\/ x?2+1- m) + Arctan(z)

est constante sur R et déterminer sa valeur.

La fonction  — V22 + 1 — x est dérivable sur R (car Vo € R, 22 +1 > 0), et la fonction Arctan est dérivable
sur R, donc par composition, la fonction f est bien dérivable sur R.

On a
Vr € R, f(x) = 2Arctan(u(z)) + Arctan(x)

avec u(z) = Va2 + 1 — z, donc

ek fla) =2 f@fim 1 +1x2

Iei, v/ (z) = Tt 1. On a donc pour tout z € R,

f’(:c)—2< - 1> ! +—
241 1+ (Va2 +1—-2)2 1422

_ ot 2 +1 1 N 1
2241 14+ (@2+1)—20vVa2+ 1422 1422

_ 5%~ x2+1 1 N 1
22 +1 2(1422) —22va2+1 1422

_ l'—\/lm 1

@2+1) (Vat1-a) 1+

1 1

_ n _

On en déduit que la fonction f est constante sur R.
En 0, on a f(0) = 2Arctan(1) + Arctan(0).
Or, tan(r/4) = 1, donc Arctan(l) = /4, on a donc f(0) = 7/2 et

Vor € R = 2Arctan (\/ 24+1-— :1:) + Arctan(x) = g
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Montrer que :

1
Vz €[0,1], Arcsin(v/z) = % + §Arcsin(2m -1)

Posons pour tout = € [0, 1], f(x) = Arcsin(y/x) — %Arcsin(&v —1).
La fonction f est bien définie sur [0, 1] car Arcsin(¢) a un sens pour t € [—1,1] et si x € [0,1], \/z € [-1,1] et
2r—1€[-1,1].
De plus, f est continue sur [0, 1] comme somme de composées de fonctions continues.
Enfin, f est dérivable sans probleme sur |0, 1[ ouvert (car Arcsin pas dérivable en —1 et 1, et t — V't pas
dérivable en 0). On a alors :

1 1 1 1
TR e 2 e

La fonction f est donc constante sur |0, 1], donc constante sur [0, 1] (car continue en 0 et 1), et remarquons que
™ 1nm «

f=5-53=4

vV €]0,1], f'(x)

. Ainsi, f est constante égale a /4, autrement dit :

™

Vz €10,1], Arcsin(y/x) 1

1
+ §Arcsin(2:1: -1)

06.21 | Pour chacune des fonctions suivantes, donner I’ensemble de définition et la simplifier en une expression

en racines (n’utilisant plus de fonction trigonométrique ni réciproque)
1. f(z) = sin(Arccos(x))
2. g cos(Arcsin(x))

= )
= tan(Arcsin(z))
)

= sin(Arctan(z))

1. f(z) = sin(Arccos(x)) existe seulement si x € [—1,1]. On a :
sin?(f) = 1 — cos?(0) = Vx € [1, 1], sin?(Arccos(z)) = 1 — (cos(Arccos(z))* = 1 — z*

Or, Vz € [—1,1], Arccos(z) € [0, 7], donc sin(Arccos(z)) = 0. On a donc

Vz € [—1,1], |sin(Arccos(z)) = 1 — 22

2. g(x) = cos(Arcsin(z)) existe seulement si z € [—1,1]. On a :
cos?(f) = 1 —sin?(0) = Vx € [~1,1], cos?(Arcsin(z)) = 1 — (sin(Arcsin(z))? = 1 — 22

Or, Vo € [-1,1], Arcsin(z) € [—7/2,7/2], donc cos(Arcsin(z)) = 0. On a donc

Vz € [—1,1], |cos(Arcsin(z)) = /1 — 22
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3. h(x) = tan(Arcsin(x)) existe seulement si { €[-11] < z€]-1,1.0na:

1
Arcsin(z) € {—n/2,7/2}

tan(Arcsin(z)) = sin(Arcsin(z)) _ x

cos(Arcsin(z)) V1—22

4. u(x) = cos(Arctan(z)) existe pour tout réel x. D, = R.
Soit « € R. Notons pour simplifier un peu y = Arctan(x). Il s’agit de calculer cos(y). On a :

sin(y)
cos(y)

y = Arctan(z) <= x = tan(y) =

donc on voit apparaitre cos(y) :
z cos(y) = sin(y) = x* cos?(y) = sin?(y)

et ainsi
2% cos?(y) = 1 — cos?(y)

autrement dit
cos’(y)(z® +1) =1

Ainsi

1

cos(Arctan(x)) = T
x

5. v(z) = sin(Arctan(z)) existe pour tout réel x. D, = R.
Soit « € R. Notons pour simplifier un peu y = Arctan(x). Il s’agit de calculer sin(y). On a :

sin(y)
cos(y)

y = Arctan(z) <= z = tan(y) =

donc on voit apparaitre sin(y) :

sin(y) = z cos(y) = sin?(y) = 22 cos?(y) = z?(1 — sin?(y))
et ainsi
sin?(y)(z? + 1) = 22
Ainsi

2

sin?(Arctan(z)) =

241
,m/2[, donc sin(Arctan(x )) > 0.
) <

De plus, si z > 0, Arctan(z) € [0
) €] — 7/1,0[, donc sin(Arctan(z)

De méme, si z < 0, Arctan(z

En conclusion, le signe doit changer en fonction de . On a donc :

X

sin(Arctan(z)) = Ners)
x
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Pour chacune des fonctions suivantes, donner 1’ensemble de définition, les symétries de f (parité,

périodicité), se ramener dans lequel 'expression de la fonction est simple, et en déduire la courbe.

1.

2.

f(x) = cos(Arccos(z))
)

g(z) = sin(Aresin()
h(z) = tan(Arctan(z))
u(z) = Arccos(cos(z))
v(z) = Arcsin(sin(z))

w(z) = Arctan(tan(z))

2016-2017

. f(x) = cos(Arccos(x)).

Arccos(x) n’a de sens que si € [—1,1], on en déduit que Dy = [—1,1], et on sait d’apres le cours que

Vz € [—1,1], cos(Arccos(z)) =z

. g(z) = sin(Arcsin(z))

Arcsin(x) n’a de sens que si x € [—1,1], on en déduit que Dy = [—1, 1], et on sait d’apres le cours que

Vz € [-1,1], sin(Arcsin(z)) ==

. h(z) = tan(Arctan(x))

Arctan(z) est bien défini pour tout x € R et puisque Va € R, Arctan(z) € ]—% 5 [, on a bien D;, = R,
et on sait d’apres le cours que
Vr € R, tan(Arctan(x)) = x

=145 =15

x> cos{Arccos(x)) x > sin(Arcsin(x)

~10::

% -> tan{Arctan(x))

. u(x) = Arccos(cos(z))

Arccos(y) n’a de sens que si y € [—1,1], or ici Vo € R, —1 < cos(z) < 1, donc la fonction u est bien
définie sur R.
On a Vz € R,u(x + 27) = Arccos(cos(x + 2m)) = Arccos(cos(z)) = u(x), donc u est 2m-périodique.
On a Vz € R, u(—x) = Arccos(cos(—x)) = Arccos(cos(x)) = u(z), donc u est paire.
Enfin, on sait que
Va € [0, 7], Arccos(cos(x)) =z

On sait donc tracer sur [0, 7], puis que [—m, 0] par symétrie d’axe (Oy), et enfin on reporte ce graphe
avec une période de 27 :
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T T T T
-10 -3 0 5 10
X

x -» Arccos(cos(x)) |

5. v(x) = Arcsin(sin(z))

Arcsin(y) n’a de sens que si y € [—1,1], or ici Vo € R, —1 < sin(z) < 1, donc la fonction v est bien
définie sur R.

On a Vz € R,v(z + 27) = Arcsin(sin(x + 27)) = Arcsin(sin(z)) = v(z), donc v est 2w-périodique.

On a Vo € R,v(—z) = Arcsin(sin(—z)) = Arcsin(—sin(z)) = —Arcsin(sin(z)) = —v(z), donc v est
impaire.

(Remarquons que si sin est impaire, son graphe est symétrique par rapport a O, donc puisque Arcsin
est le graphe symétrique de sin par rapport & y = x, le graphe de Arcsin est également symétrique par
rapport & O, donc Arcsin est impaire.

Enfin, on sait que
Vo € [-7m/2,7/2], Arcsin(sin(z)) = x

On sait donc tracer sur [—7/2,7/2].
De plus, pour tout = € [7/2,37/2], on a sin(x) = —sin(x — 7), on a donc :

Vx € [r/2,37/2], Arcsin(sin(x)) = Arcsin(—sin(x — 7)) = —Arcsin(sin(z — 7)) = (z —7) = -z +

On peut donc tracer également sur [7/2,37/2], on a alors obtenu un graphe sur un intervalle d’amplitude
27. On obtient :

i Arcsin(sin(x)) |
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6. w(x) = Arctan(tan(x))

tan(x) n’a de sens que si & {w/2+km, k € Z}. La fonction w est donc définie sur R\ {n/2+kn, k € Z},
comme la fonction tangente.

De plus, Vx € Dy, w(x + m) = Arctan(tan(z + 7)) = Arctan(tan(z)) = w(z), donc la fonction w est
m-périodique. Or, on sait d’apres le cours que

Vo € } — [, Arctan(tan(x)) = x

T
272

On sait donc tracer sur ]—g, 5 [, puis par w-périodicité, on reporte le dessin pour compléter la courbe

15

x> Axclzm[mn[x}}|
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