
Khâgne B/L DM01 - pour le 08/09/14

Exercice 1

Soit (un) définie par u0 > 0 et la relation de récurrence : pour tout

n de N, un+1 =
un

u2n + un + 1
.

1. Vérifier que la suite (un)n∈N est ainsi bien définie.

2. Montrer que la suite (un)n∈N est positive et décroissante. En
déduire qu’elle converge et préciser la valeur de sa limite.

3. (a) Montrer, par récurrence, que pour tout entier n stric-

tement positif, on a : 0 6 un 6
1

n
.

(b) Montrer que : ∀k ∈ N,
1

uk+1
− 1

uk
= 1 + uk.

(c) Montrer que : ∀k > 0,
1

k + 1
6 ln(k + 1)− ln(k).

(d) Quelle est la limite lorsque n tend vers l’infini de
ln(n)

n
?

(e) En déduire la limite lorsque n tend vers l’infini de nun.

Exercice 2

Soit α un réel et n un entier naturel non nul. On considère l’équa-
tion suivante :

xn + nαx− 1 = 0

1. Montrer que cette équation admet une unique racine posi-
tive, qu’on note xn.

2. Etudier la convergence de la suite (xn)n>1 lorsque α > 0.

3. On suppose que α > 0.

(a) Déterminer un équivalent de xn quand n tend vers +∞.

(b) Etudier la convergence des séries suivantes :∑
xn,

∑
ln(xn),

∑
ln(1+xβn) avec β ∈ R,

∑(
xn −

1

nα

)
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