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Epreuve de mathématiques
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Le candidat devra suivre les notations

Et Uordre des questions que le texte utilise,
Il pourra se servir, sans justification,

Des réponses fournies et qu’il aura admises.

La rigueur du discours, la lisibilité,
L’orthographe soignée, la présentation claire,
Seront pour les copies de grandes qualités

Qui ne manqueront pas, au correcteur, de plaire.

Le candidat devra consacrer tout le temps
Imparti pour l'épreuve et qui est de quatre heures,
A ces trois exos et ce probleme épatants,

Afin de les traiter de la fagon meilleure.

Auteur anonyme, XII-eme siecle.

Le devoir comporte trois exercices et un probléme qui peuvent étre abordés dans un ordre laissé au choix du
candidat.
Le sujet est rédigé sur 5 pages. L’usage de toute calculatrice ou de tout moyen de communication est interdit.
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Exercice 1

Soit f la fonction définie sur | — oo, 0] par f(x) =z — x2.

1. Montrer que f réalise une bijection de | — 0o, 0] sur un intervalle a définir.
Soit (z,,)n>0 la suite définie par :
o = -2
Vn>1, z,<0etx, — 12 =1,
2. Montrer que la suite (z,,) est bien définie. Déterminer z; et xs.
3. Etudier la convergence de la suite (z,).

On pose, pour tout n € N,

n

Up = Tpi1 — Tn, vy, = In(1 + uy,), w, = H(l + uy,)
k=0

4. (a) Etudier la convergence de E u, et déterminer sa somme éventuelle.
n=0

(b) Montrer que la série E v, converge et donner un majorant de sa somme.
n=0

(¢) Montrer que la suite (w,) admet une limite ¢ et que 2 < £ < 9.

Exercice 2

Soit @ un nombre réel positif ou nul. On considere la série de terme général

|
un:L (n>=1)

H(k:—i—a)

k=1

n
ou H xp désigne le produit 125 - - - 2.
k=1
1. On suppose que a € [0, 1]. Montrer que

1

Yn>1, u, >
En déduire que la série de terme général u,, est divergente.
2. On suppose a présent que a > 1 et on note
‘v’n> Q,Sn_l = U+ Uy + -+ Upy_1

(a) Etablir la relation :

1
Vn>2 S, 4 — _nta,
a—1 a-1
(b) Montrer que la série de terme général u,, est convergente.
+oo
1
(c) Montrer que : nz; Un = ——
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Exercice 3

On considere 'espace M,,(R) des matrices carrées d’ordre n > 2 a coefficients réels.
Soient A et B deux matrices de M,,(R). On note f et g les endomorphismes de R" canoniquement associés.

1. (a) Montrer que l'on a :
Ker(f) C Ker(go f)

Im(g o f) C Im(g)

(b) Montrer que si le produit AB est inversible, alors les matrices A et B sont inversibles.
2. Soit A un réel non nul;
(a) Montrer que la matrice (Al — AB) est inversible si et seulement si la matrice (A — BA) lest.

(b) On suppose dans cette question que A n’est pas valeur propre de la matrice AB. Montrer que 1'on
a alors :

(M — AB)™! = %I + %A(AI — BA)'B

apres avoir justifié que ces expressions sont bien définies.
3. Montrer que les matrices AB et BA ont les mémes valeurs propres.

4. On considere les matrices de M,,(R) suivantes :

10 0 11 1
10 - 0 0 0 0
10 0 0 0 0

Calculer, apres avoir justifié son existence, I'inverse de la matrice I — M N.
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Probleme

Dans tout le probleme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal & 2. On note M,,(R) I'espace vectoriel des
matrices carrées d’ordre n a coefficients dans R, I, la matrice unité de M,,(R), O,, la matrice nulle de M,,(R).

On rappelle la définition suivante :
Si P est un polynome de degré n a coefficients réels défini par :

P(X)=ao+mX +aX’+ - +a, 1 X" +a,X" = ZaiXi
1=0

Alors, pour toute matrice M € M,,(R), on note P(M) la matrice définie par le polynéme matriciel :
P(M) = ao[n +CL1M+a2M2 4o _|_an_1Mn71 +anMn

1. Etude de l’application Trace

Si A est une matrice de M, (R), Tr(A) désigne la trace de la matrice A, c’est-a-dire la somme des
éléments de la diagonale de A. Si on note A = (a;;)1<i j<n, alors

TI'(A) = i a'i,i
=1

(a) Montrer que Iapplication Tr est une application linéaire de M, (R) dans R.
(b) Prouver que VA € M, (R),VB € M,(R), Tr(AB) = Tr(BA).

(¢) On suppose que A et D sont deux matrice semblables. Montrer qu’alors :
Tr(A) = Tr(D)
Dans toute la suite du probléme, on considére une matrice A € M,,(R) diagonalisable ayant n valeurs
propres A1, Ag, ..., A, réelles distinctes. On pose :
PX)=(X=A)(X =) (X =X\)=ap+ a1 X +aX?+ - +a, X"+ X"

L’objet de ce probleme est de fournir une méthode permettant de déterminer les coefficients du polynéome P
associé a la matrice A et, lorsque la matrice A est inversible, de calculer son inverse.

2. (a) Montrer que
Tl"(A) :)\1+)\2++)\n

(b) Plus généralement, montrer que

VEeN*, Tr(Af)=> A\
=1
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(¢) Pour tout k de N*, on pose :

Se=AF M4 A= N
i=1

On considere le systeme linéaire dont les inconnues sont uq, us, ..., u,, défini par les n équations
suivantes :

Sl +up = 0

vk € [[2, n]], Sk + urSp_1 + uaSg_o + -+ + Up_2Ss + up_1.51 + kug =0

i. Justifier que le systeme précédent admet une solution unique.

ii. Vérifier que :
up = =951 = ap_1
1
Ug = —5 (SQ + ulSl) = Qp—2
On admet pour la suite que la solution du systeme est le n-uplet des coefficients du polynoéme P.
Plus précisément, pour tout k € [1,n], on a u, = a,_.

3. (a) Montrer que P(A) = O,,.

(b) Prouver que I’équivalence :
A inversible <= ag # 0

Montrer que la matrice A1, lorsqu’elle existe, s’écrit comme un polynome en A.

4. Etude d’une suite de matrices.
Pour tout k& € [1,n], on définit les matrices By, et les réels dj, par :

d1 = —TI"(A)
Bl == A + dlIn
-1
Vk € [[2,71]], dy = ?TI"(Bk_lA)
Vk € II2,TL]], Bk = kalA + den

k
(a) Etablir que pour tout k € [1,n], B, = A* + ZdiAk’i.
i=1
(b) Pour tout k& € [1,n], calculer le réel dj en fonction de Tr(A?) pour i € [1,k] et de d; pour
iel,k—1].
En déduire que :
dy = Qp_y, puis que B, = O,

(¢) Prouver que
A inversible <= d,, # 0

Exprimer A~ lorsqu’elle existe en fonction de B,,_; et d,,.

5. Application. On donne la matrice :

A:

SN W

1
3
1

w N O

(a) Vérifier que les valeurs propres de A sont 1,3, 5.

(b) Prouver que A est inversible et utiliser la méthode étudiée ci-dessus pour calculer A~
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