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COMPOSITION DE MATHEMATIQUES 

EXERCICE 1 

Soient X et Y deux variables aléatoires suivant des lois binomiales de paramètres respectifs (n, 8 )  et 
( m , e ) , o C n Z  1 et m a  lsontdesentiersconnusetoÙ8~]O,l[estincOnnu 

1. a. Que vaut l'espérance de X ? En déduire un estimateur de 8 de la forme f (X). 
b. Montrer qu'il existe un unique estimateur sans biais de 8 de la forme f (X). 

P ( Z  = k) Z P ( Z  = i),pourtoutiEN. 
2. On appelle mode d'une variable aléatoire Z a valeurs dans N, tout entier k E N tel que 

a. Pour k E { 1, ..., m}, calculer : 
P(Y = k) 

P(Y = k -  1)' 
b. Déterminer le (ou les) mode(s) de Y. 

3. On cherche a prédire la valeur de Y à partir d'une observation x de X Proposer une valeur dans le cas 

EXERCICE II 
où X et Y sont indépendantes ; proposer une valeur dans le cas où Y .. X 

On rappelle la formule suivante : pour tout (x ,  y) E R 2, 

1 
s i n x c o s y = ~ ( s i n ( x + y ) +  s in (x -y ) ) .  

J O  J O  

J:(at + b9) cos ktdt = p. 

6. Trouver deux réels a et b tels que pour tout entier k 2 1, on ait : 

1 

2. Montrer que l'application cp : [O, n] - R définie par les relations : 

si t E ]O, r c ] ,  1 

Sin I, 
L 

est continûment dérivable sur [O, n], c'est-à-dire de classe C' . 
3. Q. Montrer que pour tout t E [O, n] et pour tout entier k Z 1, on a : 

b. 

c. 

d 

Montrer que pour tout t E [O, n] et pour tout emier k 3 1, on a : 
(-  t + &) (&t1 cos kt) = cp(t) ( S i n T  2 n + l t )  +f - -  t 2  

2 4n' 

1 
k2 Quelle est la somme de la série de terme général - ? 
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EXERCICE m 
Pour tout entier k Z 1, on notera Ak (R) l'ensemble des matrices carrées d'ordre k Coefficients réels 

On rappelle que si A - a + ib, (a, b) E R2,  est une valeur propre complexe non réelle de M E d k  (R), 

et Ik E d k  (R) la matrice identité. 

il en est de même du conjugué x - a - ib de A .  

1. SoitM E d 2 ( R ) e t  n Z 1 unentier. 
u. On suppose que + 1 ou - 1 est une valeur propre de M. Montrer que + 1 est une valeur propre de M2". 
b. On suppose que M a une valeur propre complexe h non réelle. Montrer que M est diagonalisable dans 

l'ensemble A2 (C) des matrices carrées d'ordre 2 à coefficients complexes ; en déduire que + 1 est une 
valeur propre de M'" si et seulement si M2" = 1, et donner une condition nécessaire et suffisante sur A 
pour que cette relation soit vérifiée. 

2. Soit n 2 1 un entier et A - ( a ,  j )  E M,,, (W) la matrice : 

A =  

' O - 1  O O ... O 1 
- 1  O 1 O ... O 0  
O 1 O - 1 ... O 0  
O O - 1  O ... O O 

O O ... O - 1  O O 
1 O O O ... - 1  O 

définie par les é@tés : 

- si i E {2 ,  ..., 4 n  - 1 )  est pair, 

- si iE { 2 ,  ..., 4 n  - 1 )  est impair, 

- a1.2 = - l ,  = + 1 ,  a1.j - - 0  si j e  { 2 , 4 n } ;  
- = + 1, a 4 n . 4 n - l  ,= - 1 ,  0 4 , , ~ = 0  si j e  { 1 , 4 n - 1 ) .  

a. Pour toute valeur propre réelle p de A, on notera E, C €3," l'espace propre associé. Montrer que 

= - 1, a; . ,+]  = + 1 ,  a s j = O  si j e  ( i -  1 , i +  1); 

a ; , i - l = + l ,  ~ , . ; + ~ = - 1 ,  U , . ~ = O  si j e { i - l , i + I ] ;  

(x l  , ... , x,,) E E, si et seulement si, pour tout i E { 1, ... , 2 n }  , 

 ans cetteformule, on posepar convem'onx,,+ = x1 et x4,,+2 = ~ 2 . )  

M , = ( '  - p  1-p '  1 .  b. Pour tout réel p, on pose : 

Montrer que le réel p est une valeur propre de A si et seulement si + 1 est une valeur propre de Mi". 
c. Déterminer les valeurs propres réelles p de A telles que M, ait une valeur propre complexe non réelle. 

Quelle est la dimension de E, ? 
8 (On rappelle que cos 8 = 1 - 2 sin2 - pourtout 8 E R.) 2 

d. Déterminer la (ou les) valeur(s) propre(s) réelle(s) p de A telle(s) que + 1 soit une valeur propre de M, . 

e. La matrice A est-elle diagonalisable dans d,,, (R) ? 

Même question pour - 1. Dans chacun des cas, indiquer la dimension de E, . 


