Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Variables aléatoires a densité

Déterminer si les fonctions suivantes sont des densités de probabilité et si oui, déterminer la fonction

de répartition de la VAR associée a cette densité.

0 sit<0
L f(t)_{ 4te® sit >0

0 sit<0
2. g(t) =
g( ) geft/Q(l_eft/Q)Q Slt>0

0 sit<0

3 1) = e'In(l1+e) sit>0

21n(2)

Rappelons que pour montrer qu’une fonction f est une densité de probabilité, il faut montrer les points
suivants :

(i) f est positive sur R

(ii) f est continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points
“+oo

(iii) / f(t)dt converge et vaut 1.

o0

1.
0 sit<0

vVt € R, f(t) - { dte=2t Sit>0 = 4t€_2t%(t20(t)

e La fonction f est clairement positive sur R, puisque V¢ > 0,te™2t > 0
e — Sur | — 00,0, f est la fonction nulle, qui est donc continue.
— Sur ]0,4o00[, f est le produit de deux fonctions continues, donc est continue également.
~Eno0,ona lim f(t) = lim 0 =0et lim f(¢) = lim 4te~? = 0, donc f est continue également en
0 t—0— t—0— t—0+ t—0+
Ainsi, f est bien continue sur R.

Remarque : cela nous suffit si f est continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points,
donc on n’était pas obligé ne vérifier la continuité en 0

0
. / f(t)dt converge?

0
Puisque f est nulle sur | — oo, 0], I'intégrale / f(t)dt converge et vaut 0.
—0o0

+
/ oo f(t)dt converge?
0

La fonction f est continue sur [0, 400, on a donc uniquement un probléme en +oo.
Soit A > 0. On a alors :

A A A A
/ f(t)dt = / dte™tdt = [ — Qtth] + / 2e2dt = —2Ae7 24 — 724 11
0 0 0 0

+oo
Or, lim (—2Ae*2A —e 244 1) = 1, donc l'intégrale / f(t)dt converge et vaut 1.
A—+00 0

+o0o
Par somme d’intégrales convergente, en utilisant la relation de Chasles, / f(t)dt converge et vaut 1.

— 00

En conclusion, f est bien une densité de probabilité.
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Variables aléatoires a densité

Prenons X une variable aléatoire qui admette f pour densité.
Notons F' sa fonction de répartition. Par définition, on sait que

Vz €R, F(z) = / F(t)dt

Siz <0,ona F(r) :ffoo()dt:Q
Six >0, alors F(x) = fi)oo 0dt + [; 4te 2! dt =0 —2we ™ —e 2" +1=1— 2z + 1)e >*
(il suffit de reprendre le calcul fait pour la convergence de l'intégrale).

En conclusion, la fonction de répartition de X est donc :

0 six <0

Vo eR, F(x):{ 1—(2z+1)e 2 siz>0

2.
0 sit<O0 3 _t/2 /22
VteR, g(t) = geft/Q(l _ 6715/2)2 sit>0 =3¢ (1= e %) Wuo(t)
e La fonction g est clairement positive sur R, puisque V¢ > 0, te 2 >0
e — Sur | — 00, 0], g est la fonction nulle, qui est donc continue.

— Sur ]0,4o00[, g est le produit de deux fonctions continues, donc est continue également.
3
~ En0,ona limg(t) = lim 0 =0 et lim g(t) = lim e ¥?(1 — e *?)2 = 0, donc g est continue
t—0— t—0— t—0+ t—0+ 2
également en 0.
Ainsi, g est bien continue sur R.
Remarque : cela nous suffit si g est continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points,
donc on n’était pas obligé ne vérifier la continuité en 0
0
. / g(t)dt converge ?

o0

0
Puisque ¢ est nulle sur | — 0o, 0[, I'intégrale / g(t)dt converge et vaut 0.

—00

+
/ oog(t)dt converge ?
0

La fonction g est continue sur [0, +o00], on a donc uniquement un probléme en +oco.
Soit A > 0. On a alors :

A

/ g(t>dt=/ e‘t/z(l—e‘t/2)2dt=3[—(1—e—t/2)3] — (1 e A2 4
0 0 2 3 0

“+oo
Or, lim (—(1—e 4/2)3+1) =1, donc l'intégrale / g(t)dt converge et vaut 1.
+o0o
Par somme d’intégrales convergente, en utilisant la relation de Chasles, / g(t)dt converge et vaut 1.
—00

En conclusion, g est bien une densité de probabilité.

Prenons X une variable aléatoire qui admette g pour densité.
Notons G sa fonction de répartition. Par définition, on sait que

T

Vs € R, Gz) = / o(t)dt

—00
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Variables aléatoires a densité

Siz <0,onaG(z)=["_0dt=0.
Siz >0, alors G(x) = ff’oo 0dt + [ Se 21 —e /)2t =0—(1—e /2P +1=1—(1—e%/?)3
(il suffit de reprendre le calcul fait pour la convergence de 'intégrale).

En conclusion, la fonction de répartition de X est donc :

0 sizx <O

Vo € R, G(x):{ 1_(1_6_9:/2)3 siz>0

0 sit<0

1
Vt €R, h(t) = L N = e " In(1 + € )W(=o(t)
> =
21n(2)€ In(1+¢€) sit>0 21n(2)

e La fonction h est clairement positive sur R, puisque V¢ > 0,1+ e’ > 1, donc In(1 + €?) > In(1) = 0 et
e t>0
e — Sur | —00,0[, h est la fonction nulle, qui est donc continue.
— Sur |0, +00], h est le produit de deux fonctions continues, donc est continue également.
En 0, on a tl—lgl* ) = tl_l)r(])ai() =0t tl—l>r(])n+ i) = t1—1>r(§l+ 2In(2)
continue en 0.
Ainsi, g est bien continue sur R\ {0}, donc sur R sauf un nombre fini de points.

1
e 'ln(l +€) = 3 donc g n’est pas

0
o/ h(t)dt converge ?

0
Puisque h est nulle sur | — oo, 0[, 'intégrale / h(t)dt converge et vaut 0.

—00
+
/ ooh(t)dt converge ?
0

La fonction h est continue sur [0, +00[, on a donc uniquement un probléme en +oc.
Soit A > 0. On a alors :

A A 1 . : 1 A ; 1
h(t)dt = “tIn(1 + t)dt = “tin (14 — ) dt
/0 (*) /0 2mn(2)° n(l +e) 21n(2)/0 € n( +e—t>

On pose un changement de variable u = et <=t = —In(u)

vt € [0, A], ¢(t) = et La fonction ¢ est de classe C* sur [0, 4] et on a : V¢ € [0, A], ¢'(t) = —e~t, donc
du = —e tdt et dt = —%du.

Deplus,t =0 <= u=1ett=A<=u=e "
Le changement de variable donne alors :

1A, 1 1 e 1\ [ —du
21n(2)/0 e ln<1—|—6_t> dt—21n(2)/1 uln<1+u> (u )
1
_ 1 / In u+1 Ju
2In(2) J.-a U
1

1
=37 /e (In(u+1) — In(u)) du

2In(2) J.-a
1 1
" 2In(2) {(“ +1)In(u+1) = (u+1) — uln(u) + u] »
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Variables aléatoires a densité

_ ! (2In(2) =1 — (e + 1) In(e ™ +1) — 1 + Ae™4)

21n(2)
1 2+ (e +1DIn(e 4 +1) — Ae™4
21n(2)
A—>—+>oo 1

+oo
Donc 'intégrale / h(t)dt converge et vaut 1.
0

—+00

Par somme d’intégrales convergente, en utilisant la relation de Chasles, / h(t)dt converge et vaut 1.
—0o0

En conclusion, h est bien une densité de probabilité.

Prenons X une variable aléatoire qui admette h pour densité.
Notons H sa fonction de répartition. Par définition, on sait que

vz € R, H(z) = / h(t)dt
Siz <0,onaH(z)=[*_0dt=0.
. 0 T — e * In(e™* —xe "
Six >0, alors H(xz) = [~ 0dt+ [ ﬁ@)e In(1+e)dt =1 — 24( +1)21£(2) +1)
(il suffit de reprendre le calcul fait pour la convergence de 'intégrale).

En conclusion, la fonction de répartition de X est donc :

0 six <0
Vo e R, H(z) = 1_2+(e +1)In(e®+1) —xe S2>0
21n(2)
12.2 Déterminer a pour que la fonction f définie sur R par
0 sit €]1,2],
f(t) = a sit €)1, 2] soit une densité de probabilité.
t—1 ’
Soit f la fonction définie sur R par :
0 sit ¢]1,2],
VteR, f(t) = a it
’ €]1,2
vi—T Steln

On sait que f est une densité de probabilité si :
(i) f est positive sur R
(ii) f est continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points

+oo
(iii) / f(t)dt converge et vaut 1

—0o0

Pour que la fonction f soit bien positive sur R, il nous faut déja imposer que
La fonction f est toujours continue sur R\ {1,2} (elle est nulle sur | — oo, 1] et sur |2, +o0o[ et est continue

sur |1,2[ comme inverse d’une fonction continue ne s’annulant pas. Ainsi, pour toute valeur de a > 0, f sera
continue sur R sauf évenutellement en 1 et 2.
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Variables aléatoires a densité

1 +o0
Puisque f est nulle sur | — 0o, 1] et |2, +00[, les intégrales / f(t)dt et / f(t)dt convergent et valent 0.
—00 2

2
La fonction f est continue sur |1,2] : pour la convergence de / f(t)dt, on a donc a priori uniquement un
1

probleme en 1.
Or, pour tout = €]1,2], on a :

2 2 a 2 1 2
t)dt = —dt =2 ———dt = |2avVt—1| =2a—2avr—1 — 2
/If() /m “/x 01 [“ ] amsvET S oA

x

2
Donc pour toute valeur de a > 0, I'intégrale / f(t)dt converge et vaut 2a.
1

“+o0o
Par somme d’intégrales convergentes, en utilisant la relation de Chasles, on obtient donc que / f(t)dt
—00
converge (pour n’importe quelle valeur de a) et vaut 2a.

1

Pour que f soit une densité de probabilité, on doit donc imposer que 2a = 1, i.e. que a = 3
En conclusion : )
f densité de probabilité <= a = 5

Déterminer si les fonctions suivantes sont les fonctions de répartition d’une variable a densité. Si oui,

en donner une densité.

0 sixz <O
1.V R, F = 2
z€R, F(z) 1—(1+§> e siz>0
1
2. R, F =1-
Ve e R, F(x) o

Rappelons que pour montrer qu'une fonction F' est la fonction de répartition d’une variable & densité, il faut
montrer les points suivants :
(i) F est continue sur R
ii) F est de classe C! sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points
iii) F est croissante sur R
iv) lim F(z)=0
T—r—00

(
(
(
(v) lim F(z)=1

T—+00
1.
0 siz <0
R, F = 2
vz €R, F(z) 1—(1—}—%) e ¥ six>=0
e La fonction F' est continue sur | — 0o,0[ (fonction nulle) et est continue sur |0, +o0o[ par produit de
fonctions continues sur |0, +o00].
De plus,
N\ 2
lim F(z)= lim 0=0,  lim F(z)= lim (1 - (1 + —) ex> —1-1=0
z—0~ z—0~ z—0t z—0t+ 2

donc F' est également continue en 0.
Finalement, F' est continue sur R.

e La fonction F' est méme de classe C! sur | — oo, 0[ et sur |0, +o0o[ (fonction nulle, et produit de fonctions
de classe C1), donc F est de classe C! sur R\ {0}, soit sur R sauf un nombre fini de points.
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Variables aléatoires a densité

e On a

Vo #0, F'(z)

0 siz <O
21+ e —(1+2)(—e ) siz>0
siz <0
e‘x(1+%)% sixz >0

On remarque donc que Vz €] — 00, 0[, F'(z) > 0 donc F' croissante sur | — 0o, 0[. De plus, Vz €]0, +o0],
F'(z) > 0, donc F croissante sur |0, +oo[. Puisque F' est continue en 0, on peut donc affirmer que la
fonction F' est bien croissante sur R.

e De maniere évidente, puisque F' est nulle sur | — oo, 0]

lim F(x)=0

T—r—00

2
lim F(z)= lim (1 —e” (1 + £> )
T—400 T—>+00 2

2
T\2 _ T . , .
Or, (1 + —) e ~ — — 0 (par croissances comparées), on a donc bien
2 z—+oo 2eT r—+o0
lim F(z)=1
r—r-+00

Finalement, on a bien montré que F' était la fonction de répartition d’une variable aléatoire X a densité.

Pour obtenir une densité f de X, il suffit de dériver F' la ou c’est possible (ici sur R\ {0}) et de compléter
par une valeur positive en 0. Une densité possible est donc la fonction f définie par :

0 siz <0
Vo # 0, f(w)—{ e (1+2)L siz>0
2. 1
Vz € R, F(ar)zl—lJr z
e

La fonction F' est continue sur R comme somme de composées de fonctions continues sur R (la fonction
x — 1+ €” ne s’annule pas sur R)(fonction nulle).

La fonction F est méme de classe C! sur R comme somme de composées de fonctions de classe C' sur
R.

e On a

627

La fonction F' est donc croissante sur R.

e Puisque — 1,onabien lim F(z)=0.
1+e* z2——c0 T——00

e Puisque — 0,onabien lim F(z)=1.
1+e% z2——c0 T—>—00

Finalement, on a bien montré que F' était la fonction de répartition d’une variable aléatoire X a densité.

Pour obtenir une densité f de X, il suffit de dériver F la ou c’est possible, donc ici sans probleme sur R).
Une densité possible est donc la fonction f définie par :

627

Vz € R, f(x):m
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Variables aléatoires a densité

Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition F' est définie par

0 sixz <O

Vz € R, F(ac):{ 1— =2 23>0

Montrer que X est une variable a densité et déterminer une densité de X.

Pour montrer que X est une variable a densité, il faut montrer que sa fonction de répartition F' vérifie :

(i) F est continue sur R)

(ii) F est de classe C! sur R sauf éventuellement un nombre fini de points

La fonction F' est ici clairement continue sur | — oo, 0 (fonction nulle) et sur |0, 4+o0o[ (somme de fonctions
continues sur |0, +00[). De plus,

lim F(z) = lim F(z)=0, lim F(z)= lim (1—e */%)=1-1=0
z—0~ z—0~ z—0t z—07F

donc F' est également continue en 0.

Finalement, F' est bien continue sur R.

La fonction F est ici clairement de classe C! sur R \ {0} par opérations sur les fonctions de classe C1. Au
final, la fonction F est donc bien de classe C! sur R sauf un nombre fini de points.

Ainsi, X est bien une variable aléatoire a densité.
Pour obtenir une densité f de X, il nous suffit de dériver F' 1a ou c’est possible et éventuellement de compléter
par des valeurs positives aux points ou F' n’es pas dérivable. Une densité possible pour X est donc la fonction
f définie par :

0 sixzx <0
Vr € R =
v ER, f(z) { re=/2 sz >0
Calculer, si elles existent, ’espérance et la variance de la variable X dont une densité est :
0 sit<0
1. VieR, f(t)_{ 4te=2t sit>0
0 sit<1
2. VteR, g(t) =< 41
9() ) Gis1
3
—+00
Une variable X de densité f admet une espérance si et seulement si 'intégrale / tf(t)dt est absolument
—00

convergente.

Cette méme variable admet une variance si et seulement si la variable X admet un moment d’ordre 2, i.e. que
+o0

I'intégrale / t2f(t)dt converge.

—0o0
Sous ces conditions de convergences, on a :

+o0 too
Blx) = [ e, X = [ #iod - EX)?
1. Soit X une variable qui admette pour densité la fonction f définie par :

0 sit<0
viek, f(t>_{ 4te™ sit>0
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Variables aléatoires a densité

400 0
Convergence de / [t| f(t)dt. Puisque f est nulle sur |—oo,0[, on a; / |t| f(t)dt qui converge et vaut 0.
oo

—00 —

+o0o
Pour l'intégrale / [t f(t)dt?
0

Sur [0, +o0[, la fonction ¢ +— [t|f(t) = 4t2e~2 est continue, donc on a un probléme a priori uniquement en

+00.
A A
/ ytyf(t)dt—/ 4t2e 2t
0 0

Soit A>0.On a:
A A
= |:—27f262t:| —4/ (—te 2)dt
0 0

A
= 2A4%724 1 4 / te 2tdt
0

A A
= 2A%e724 [— 2te_2t} + / 2e 2t
0 0

A
= —24%—2A — 247 %A + [— th]

0
— _2A%724 _9pp 24 _ 24 +1

— 1
A——+oo

(par croissances comparées). Donc f0+°° |t| f(t)dt converge et vaut 1.

Par somme, on en déduit donc que X admet bien une espérance, et de plus,

“+oo +oo +oo
E[X]:/ tf(t)dt:/o tf(t)dt:/o #FE) = 1

—0o0

+o0 0

t2 f(t)dt. Puisque f est nulle sur | — o0, 0[, on a; / 2 f(t)dt qui converge et vaut 0.

— 00

Convergence de /

— 00

+o0o
Pour l'intégrale / t2f(t)dt?
0

Sur [0, +o0[, la fonction ¢ +— [t|f(t) = 4t3e~2 est continue, donc on a un probléme a priori uniquement en

+00.
A A
/ 2 f(t)dt = / 4t3etat
0 0

Soit A>0.0On a:
A A
= [—Qt%zt] —6/ (—t2e™2M)at
0 0

3 A
= 243724 3 / 4t2e 2t
0

SEx) =2

H p—
A—doo 2 2

Donc f0+°O t2f(t)dt converge et vaut 3.
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Variables aléatoires a densité

Par somme, on en déduit donc que fj;o t2f(t)dt converge. Ainsi, X admet bien une variance (puisqu’elle
admet un moment d’ordre 2, et de plus,

s e (o) =3

2. Soit X une variable ayant pour densité la fonction g définie par :

0 sit<1
VtER, g(t) ={ 4ln(t
g(t) 2 s
3
oo
Convergence de/ t|g(t)dt.
—00
1
La fonction g étant nulle sur | — oo, 1], on en déduit que / |t|g(t)dt converge et vaut 0.
—0o0
Sur [1, 4+o0[, la fonction t — |t|g(t) = 41;12(” est continue, donc on a a priori un probleme d’intégrabilité

uniquement au voisinage de +o0.
Soit A >0.0On a:

A Aln(t) In(t)14 A1 In(A) 114 4 4In(A)
/1 itlg(t)dt /1 D 4{ : L+ /1 ot A 4M1 ——

+00
Ainsi, lim flA |t| f(t) = 4, donc I'intégrale / |t| f(t)dt converge et vaut 4.
A—+o0 1

+00
Par somme, l'intégrale / |t|g(t)dt converge et donc X admet bien une espérance. On a alors :
—o0
+oo +o0 +oo
E[X] = / tg(t)dt = / tg(t)dt = / Itlg(t)dt = 4
—00 1 1
+00
Convergence de / t2g(t)dt?
—00

1
La fonction g étant nulle sur | — oo, 1], 'intégrale / t2g(t)dt converge et vaut 0.

41
Sur [1, +ool, t + t2g(t) = r;(t)

+00. Or, pour ¢t > e, on a In(t) > 1, et on a alors :

est continue et positive, donc on a un probléeme a priori uniquement en

_ 4In(t)
ot

Vt>e, tig(t) >

~& | =

“+oo
Or, l'intégrale / Edt diverge (intégrale de Riemann), donc par comparaison des fonctions positives,
e

+o0o
on en déduit que 'intégrale / 4t%g(t)dt diverge également.
e
Puisque 'intégrale fle t2g(t)dt converge (intégrale d’une fonction continue sur un segment), l'intégrale

—+00
/ th(t) diverge, et donc X n’admet pas de moment d’ordre 2, et donc pas de variance.
1
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Variables aléatoires a densité

On considere la fonction f définie par

flz)=14 3

4
—(1—17)1/3 sio<z<1
0 sinon

1. Montrer que f est la densité d’une variable aléatoire Y.

2. Déterminer la fonction de répartition F' de la variable Y. Construire sa représentation graphique dans un

repere orthonormal.
3. Calculer 'espérance de la variable Y.
4. Calculer P(0.488 <Y < 1.2).

1. La fonction est clairement positive sur R, et continue au moins sur R\ {0, 1} par opérations sur les fonctions

continues.

De plus, f?oo f(t)dt et f1+oo f(t)dt convergent et sont nulles puisque f est nulle sur ces intervalles.

La fonction f étant continue sur le segment [0, 1] I'intégrale fol f(t)dt existe bien également. Par somme

—+00

d’intégrales convergentes (relation de Chasles), on déduit que / f(t)dt converge. De plus :

—00

— 00

Ainsi, f est bien une densité de probabilité.

[ o= A [ RO 2

0

Autrement dit, il existe un espace probabilisé (€2, .4, P) et une variable aléatoire Y définie sur cet espace

telle que Y soit de densité f.

2. Soit F' la fonction de répartition de Y. Par définition, on a :
x
Ve e R, F(x) = / f(t)dt
—0o0

Siz <0, F(z)= [*_0dt =0.

T

Sizel0,1], F(e)= [° _0dt+ [T 41—t dt =0+ {— (1—t)4/3} =1-(1

0

Siz>1, F(zx)=[°_o0dt+ [} f(t)dt+ [F0dt =0+1+0=1. Finalement :

0
Ve eR, F(z) =4 1—(1—x)*3 sizel0,1]
1
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Variables aléatoires a densité

+oo
3. Il nous faut calculer / tf(t) apres avoir montré sa convergence.
— 0o

On sait que f est nulle sur | — 0o, 0[ et |1, +00], donc les intégrales ffoo tf(t)dt et fioo tf(t)dt convergent

et sont nulles. De plus, la fonction ¢ — ¢f(¢) étant continue sur le segment [0, 1], 'intégrale fol tf(t)dt
existe bien.

/oltf(t)dt N /01 gt(l — )" dt = [—t(l —t)4/3};+/01(1 _ i = [_ %(1 _t)7/3}

1

0

—+00

L’intégrale / tf(t) est donc convergente par somme (relation de Chasles). Ainsi Y admet bien une
—0o0
espérance et on a :

+o0 1
E[Y]Z/ tf(t)dtz/o tf(t)dt:%

—0o0

4. On nous demande :
P(0.488 < Y < 1.2) = F(1.2) — F(0.488) = 1 — F(0.488) = 1 — (1 (- 0.488)4/3> = (0.512)%/3
= (512.1073)%/3 = (29)4/3.107* = 2'2.10™* = 0.4096

Soit X une VAR qui suit une loi uniforme sur [a,b]. Montrer que X admet une espérance et une

variance et la calculer.

X suit une loi uniforme sur [a, b]. On connait donc une densité f de X :

7 sit€a,b]

vt € R, f(t):{ 0

sinon

Puisque X est & support borné [a,b] et que f est continue sur le segment [a,b], cela assure lexistence des
moments de la variable X. Autrement dit, X admet bien une espérance et une variance.

+oo b 270b 2 2
R B H _ P _atb

oo T b—a a b—al|l2], 2(b—a) 2
+00 1 b 1 (871 v¥—a® a®tab+b?
E[X?] = 12 tdt:/tzdt: —| = =
X7] /_OO 1) b—a J, b—a|3]|, 30b—a) 3

Ainsi

a®>+ab+0® (a+b)*  4(a®+ab+0%) —3(a® +0* +2ab) a®+b* —2ab _ (b—a)’

V[X] = E[X?]—-(E[X])? = 3 1 1 12 19

Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle £(\).

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire ¥ = v X.
2. Déterminer une densité de X2.

3. Déterminer une densité de X3.

On sait que X suit une variable aléatoire de loi exponentielle £(\). Autrement dit, on connait une densité
de X :
0 sit<0
R —
vEER, fx(t) { e ™M Sit>0
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et la fonction de répartition de X

0 sizx <0

Vo R, FX(:U)_{ I1—Xe™ siz>0

1. Soit Y = v/ X. Remarquons déja que X prend bien ses valeurs dans R™, ce qui permet de bien définir Y.

Notons Fy la fonction de répartition de Y.
Puisque X () = [0, +o0] et que t — v/ est & valeurs dans [0, +oo], on a donc Y () = [0, +oc[. On peut
donc déja dire que

V<0, P(Y <z)=0

D’autre part, pour tout z > 0, On a alors pour tout z € R,
P(Y <2)=P(VX <2)=P(X <2®)=F(a?) =1- A
On a donc la fonction de répartition de Y :

0 sixzx <0

v ek, FY(:C):{ 1= ™ siz>0

On remarque que Fy est continue sur R et de classe C! sur R*, on en déduit donc que Y est une variable
aléatoire a densité. Une densité possible de Y est la fonction fy définie par :

0 siz <0

2Aze ™ siz >0

Ve e R, fy(z) = {

2. Notons Z = X2. Notons Fy la fonction de répartition de Z.
On a directement Z(£2) = [0, +o0o[, donc déja

D’autre part, pour tout x > 0,
P(Z<z)=P(X?<a)=P(X <Vz)=F(/z)=1- e V"
On a donc la fonction de répartition de Z :

0 siz <0
\V/ZUER, FZ(QT):{ 1—)\6_)‘\/5

sizx >0
On remarque que F est continue sur R et de classe C! sur R*, on en déduit donc que Z est une variable
aléatoire a densité. Une densité possible de Z est la fonction fz définie par :

0 stz <0
Vo R, fz0) = A
2\/x

3. Notons U = X3. Notons Fy; la fonction de répartition de U.
Puisque X (2) = [0, +00[, on a directement U(§2) = [0, +oo[. On a donc

siz>0

Ve <0, P(U<z)=0
D’autre part, pour tout x > 0,

PU<Lz)=PX?<z)=PX <23 =F@'?) =1- J
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 12 - Variables aléatoires a densité

On a donc la fonction de répartition de U :

0 si

0
1-— )\e_)‘ml/3 si 0

8 8
VoA

Ve e R, Fy(x) = {

On remarque que Fy; est continue sur R et de classe C' sur R*, on en déduit donc que U est une variable
aléatoire a densité. Une densité possible de U est la fonction fy définie par :

0 siz<O0
Vr € R, = -2\
X fU(l') 7x—2/36—)\a:1/3

iz >0
3 si @

Soit X une variable aléatoire a densité dont la fonction de répartition F' est strictement croissante.

Déterminer la loi de la variable aléatoire Y = F(X).

Soit X une variable aléatoire a densité de fonction de répartition F'.
On note Y = F(X). Cherchons la fonction de répartition de Y, notée G :

VeeR, G(z)=P(Y <z)=P(F(X) < z)

Or, F est continue sur R puisque c’est la fonction de répartition d’une variable & densité, et elle est strictement
croissante sur R, on sait donc que F' réalise une bijection de R dans F(R) = | lim F(z), lim F(x)| =0, 1].
T—r—00 Tr—r—+00

Notons F~! la bijection réciproque de F. On a donc F~!:]0,1[— R.

Déja on voit donc que Y (2) =|0, 1[, puisque ¢ — F(t) est a valeurs dans ]0, 1], donc déja on a :

On a donc :
0 siz<O
Ve eR, Glz) =1 = sizel0,]]
1 siz>1
On reconnait donc une loi uniforme sur [0, 1] :
Y - U([0,1])
1

12.10| Soit F' la fonction définie sur R par Vz € R, F(z) = o
e

1. Montrer que F est la fonction de répartition d’'une variable aléatoire X & densité, dont on déterminera

une densité. Etudier I’espérance et la variance de X.
X

e
2. On pose Y = X1

admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.

. Déterminer la fonction de répartition de Y et une densité de Y. La variable Y
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1.
1
VreR, Flo) = ———
(z) 1+e 2
La fonction F' est :
— continue sur R comme inverse d’une fonction continue ne s’annulant pas
— de classe C! sur R comme inverse d’une fonction C! ne s’annulant pas
— vérifie Vo € R, F'(z) = % > 0, donc F est croissante sur R
- F(z) ~ A2 — 0
T—>—00 T——00
- Flx) ~ 1 — 1
r—+00  T—+00
Donc F est bien la fonction de répartition d’une variable aléatoire X a densité.
Pour obtenir une densité f de X, il suffit de dériver F' la ou peut la dériver (ici on peut dériver sur R),
donc une densité de X est la fonction f définie par :
e—l'
VreR, flv) = ——=
f(@) (14 e%)2
Etudions I'existence de ’espérance et de la variance de X.
+o0
Regardons directement si X admet un moment d’ordre 2, autrement dit si I'intégrale / 2 f(t)dt
converge. o
La fonction ¢ ~ t2 f(t) est continue et positive sur R, on a donc a priori un probléme en 400 et —oo.
t2et
2ft)= ———ms ~ tle!
1) (14 e7t)2 to+oo
+oo
Or,t'e* — 0,donct’et= o (t%) Puisque l'intégrale / -5 dt converge, par négligeabilité puis
t—+o00 t——+o00 1 t
par équivalence des fonctions positives, on en déduit que f1+°° t2 f(t)dt converge.
t2et
2 2t
= ~ t
t f(t) (1 +€_t>2 oo e
Or, pour tout A <0, on a :
1 1 1 1 1
/ t2el = [tht] —/ tel = e — A%e? — [tet] —|—/ eldt = =A% —Ae +e—et — e
A A A A A A——c0
1 1
donc l'intégrale / t?e'dt converge, et par équivalence des fonctions positives, lintégrale / 2 f (t)
—0oQ — 0o
converge également.
Par somme (relation de Chasles), 'intégrale fj;o t2f(t) converge bien, autrement dit X admet un moment
d’ordre 2, donc en particulier une espérance et une variance.
eX —1
2. On pose Y = pranEE
Déja remarquons que Y est bien définie puisque Vo € R,e® +1 > 0.
. o : el —1 . .
Notons G la fonction de répartition de Y. La fonction ¢ — — 1 est croissante (il suffit de regarder la
e

dérivée) et est a valeurs dans | — 1,1[, donc on a Y () =] — 1, 1].
On a donc déja :
Ve< -1, P(Y <z)=0, Ve>1, P(Y <z)=1
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Par ailleurs, pour tout x €] — 1,1],

S
-t 1+

1+zx

En résumé :
six < —1

Ve e R, G(x

size[-1,1]
siz>1
Autrement dit, Y suit une loi uniforme sur [—1,1].

On sait alors directement que Y admet une espérance qui est E[Y] =

1

12.11| Soit f la fonction définie sur R par Vt € R, f(t) = AT
1. Montrer que f est une densité de probabilité.

2. Soit X une variable aléatoire de densité f. La variable X admet-elle une espérance ?
1
3. Soit Y = < Déterminer la fonction de répartition de Y et ensuite une densité de Y. Y admet-elle une
espérance 7

4. Soit Z = X?2. Déterminer la fonction de répartition de Z et ensuite une densité de Z.

1. La fonction f est clairement positive et continue sur R.

+oo
L’intégrale / f(t)dt converge ?
— o
Sur [0, +o0], f est continue, donc on a un probléme uniquement en 400 :
A 1 49 1
VA >0, / ————dt = | —Arctan(t)| = —Arctan(4) — -
o m(1+1t?) T 0 T A—s+o0 2
+oo
Ainsi, / f(t)dt converge et vaut 1/2.
0
De méme, sur | — 00,0], f est continue, donc on a un probléme uniquement en +oo :
| 1 0 1 1
VB > 0, / ————dt = | —Arctan(t)| = ——Arctan(B) — -
B m(1+1?) T B T B——o00 2

0
Ainsi, / f(t)dt converge et vaut 1/2.
—o0

+00
Par somme, l'intégrale / f(t)dt converge et vaut 1.

—0oQ
On a donc bien montré que f est une densité de probabilité.
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—+00

1
t| f(t)dt .Or |t f(2 ~ —et it
N |t| f(t)dt converge. Or : |t|f(t) , [ etonsai

2. Pour savoir si X admet une espérance, il faut que /
“+o0o
que / Edt diverge (intégrale de Riemann), donc par équivalence de fonctions positives, on sait déja
1

+o0
que l'intégrale / |t| f(t)dt diverge, donc X n’admet pas d’espérance.
1

3. Commencons déja par déterminer la fonction de répartition de X, notée F'x. On a pour tout x € R,

FX(x):/;f(t)dtzl/x LI

T ) oo 1412

Or, pour tout A < 0,

o1
/ dt = Arctan(z) — Arctan(A) — Ty Arctan(z)

A 14+¢2 A——co 2
donc
1 1 Arct
vz €R, FX(x):*<E+Arctan(x)> = 7+m
T \2 ) T

1
Soit Y = < Déja remarquons que X (2) = R, mais puisque P(X = 0) = 0, on peut donc dire que

presque-strement X (©2) = R*, et donc Y est définie presque-stirement, et Y (2) = R*.
Alors, notons Fy la fonction de répartition de Y.

1
Vz € R¥, IP’(Y<$):IP)(X<JU>

Or, rappelons que :

1.1 . .
a<b<:>725 si a et b sont de méme signe
a
1 . . .
a <b<= — < — siaetbsont de signes opposés
a n

ler cas : z < 0. Alors

IP><1<1:>=IP’<1<$<O>=P<1<X<O>
X T

S
I
o
=
!
—
/T\
N——

2éme cas : z > 0. Alors

P<)1(<x>:]P’([Xgo]u[0<)1(<:UD:P(X<0)+IP><X>;>:FX(0)+1_IP><X<:16>

1
:Fx(O)Jrl*FX <$>
1 1 1 1
=3 +1-— <2 + ;Arctan <x>>
=1- lArctan <1>
T T
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En résumé :

1 1
——Arctan <> siz <0

T

Ve € R, Fy(z) = 3 siz=0

1 1
1 — —Arctan () siz>0
T T

1
(on prolonge en 0 par continuité, puisque Fy doit étre croissante et qu’ici lim Fy (z) = lim Fy(z) = <)
—0— z—0t 2

Par composition, Fy est bien continue sur R et de classe C! au moins sur R*, donc Y est bien encore une
variable a densité.
Pour obtenir une densité de Y, il suffit de dériver la fonction de répartition Fy la ou c’est possible.

Or, pour tout = € R*,

R@=-1 (%) —1 =t =10

) = 2
T T 1+ﬁ Tl+zx

Ainsi, Y admet également comme densité f (la densité de Y coincide avec f sur R*, donc quitte a rajouter
un point en 0, f est bien également une densité de Y'). Autrement dit, ¥ et X suivent la méme loi.
4. Soit Fz la fonction de répartition de Z.
On a X(Q) =R, donc Z(2) = [0, +o0[, donc déja Vx < 0, P(Z < z) = 0.
Par ailleurs, pour tout x > 0,

N

Fz(z)=P(Z<z)=P(X*<z)=P(—v/z < X <Vx)

= F(y#) ~ F(~a)

_ <; + jrArctan(\/:E)> - @ + jrArctan(—\/E)>

= % (Arctan(yv/z) — Arctan(—/z))

On a donc :

0 sizx <0

% (Arctan(yv/z) — Arctan(—v/z)) siz

On remarque que Fyz est continue sur R et que Fy est de classe C' au moins sur R*, donc Z est une
variable a densité. De plus, une densité de Z est par exemple la fonction f; donnée par :

VoA

Vr € R, Fz(x) = {

0 stz <0
Vz €R, fz(z) = 1

(1l +x)

six > 0
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12.12| Soit X une variable aléatoire dont une densité est la fonction f définie sur R par :

0 sinon

fz) = { el six € [~ 1n(2),In(2)]

1. Déterminer la fonction de répartition F' de X.

2. On pose Y = |X|. Déterminer la fonction de répartition G de Y, puis montrer que Y est une variable a
densité et donner une densité de Y.

1. Remarquons déja que X (Q2) = [—In(2),1n(2)], donc on sait déja que :
Vr < —1In(2), F(z) =0, Ve >1n(2), F(z)=1

De plus, pour tout x € [—In(2), 0],

Flz) = /_ "

—1In(2) x
=/ Odt+/ eldt
—o0 —1In(2)

— % ¢ In(2)
L
B 2
Enfin, pour tout z € [0,1n(2)],
F(x) :/ f(t)dt
—In(2) 0 x
= / 0dt +/ eldt + / e tdt
—00 —In(2) 0
0 T
]t
—1In(2) 0
1—e @ _em 4
3
2
En résumé, on a donc :
0 si x < —1In(2)
1
e* — = size|[-1In(2),0]
Ve eR, F(z) =14 3 2

5 e size|0,In(2)]
1 si x > In()

2. Puisque X () = [—1n(2),1n(2)], on en déduit directement que Y (£2) = [0, In(2)].
En notant G la fonction de répartition de Y, on en déduit donc déja que :

Vr <0, G(z) =0, Vo >1n(2), G(z) =1
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De plus, pour tout z € [0,1n(2)],

G@yzmygagzpmmgxyzm—xgxsnazF@y4wﬂg=<3—ef)-Gx—1>=2—e%{w

En résumé, on a donc :

0 siz <0
VeeR, Gx) =4 2—e ¥ —¢€" sizel0,In(2)]
1 si z > In(2)

Remarquons que la fonction G est continue sur R, et C* au moins que R\ {0,1n(2)}, donc Y est bien une
variable aléatoire a densité.

Une densité de Y est par exemple, la fonction g donnée par :

siz <0
Ve eR, glx) =¢ e —e* sizel0,In(2)]
0 siz > 1n(2)

12.13| Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle. Déterminer o pour que P(X > «) =
P(X < a).

Soit X une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre A > 0. On connailt une densité de
X :

0 siz <0
WGR_Nwz{A(M sz >0

et sa fonction de répartition :

ix <
VCCER, F(x):{(l)_e—)\z siz <0

On cherche donc « tel que P(X > a) = P(X < «).

—2P(X <a)=1
1
— F(a) =<
2

= 1— e = Z(car nécessairement a > 0)
1
—Aa

= =
‘ 2

= —da = —1In(2)
In(2)
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12.14| Soit X une variable suivant une loi uniforme sur [—1, 3]. Déterminer la loi de Y = X2.

Soit X une variable suivant une loi uniforme sur [—1,3] (intervalle de longueur 4). On connait donc une
densité de X :

vz € R, f(x):{ i six e [—1,3]
0 sinon
et la fonction de répartition de X :
0 six<—1
VzeR Flo)={ “T1 Garel-1,3
1 sixz>3

Soit Y = X? et notons G la fonction de répartition de Y.
Puisque X (Q2) = [—1, 3], on en déduit que Y (2) = [0,9]. On a donc déja :

Vr <0, G(z) =0, Ve >9,G(z) =1

Soit x € [0, 9].

ler cas : si z € [0, 1], alors G(z) =

ki
$

:
oI

2eme cas : si z € [1,9], alors G(z) =

) ) 4 4
En résumé :

0 siz <0

@ \25 si z € 0,1]

Ve e R, G(x) =
’ 1

\/5; size[L9)
1 siz>9

Remarquons que G est une fonction continue sur R et de classe C! sur R\ {0,1,9}, donc Y est une variable
aléatoire a densité.

De plus, une densité de Y est donné par exemple par la fonction g :

0 siz <0
1
——  siz€)0,1]
Ve e R, g(z) = 4\1/5
0 sizx>9
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12.15| Soit X une variable aléatoire strictement positive et soit A > 0. On définit les variables aléatoires U

et V par :

In(X)
A

1. Déterminer les lois de U et V si X suit une loi uniforme sur [0, 1]

U=1-X, V=-

2. Déterminer la loi de X si V suit une loi exponentielle de parametre .

1. Supposons que X suive une loi uniforme sur [0, 1]. Une densité de X est donc donnée par

— fX(x):{ 1 sizel0,1]

0 sinon
et sa fonction de répartition est :
0 siz<0
Ve eR, Fx(x) =< x size€]0,1]
1 six>1

Soit U =1 — X. On a déja U(2) = [0, 1], et donc, en notant Fy la fonction de répartition de U :
Ve <0, Fy(x) =0, Vx>1, Fy(z)=1
De plus, pour tout z € [0, 1],
Fy(z)=PU <z)=PQl-X<z)=PX>21-2)=1-P(X <1-2)=1-Fx(1-2) =1-(1-2) =z = Fx(x)
On remarque donc que Vo € R, Fy(x) = Fx(z), donc U et X suivent la méme loi, une loi uniforme sur

[0,1].

Soit V = —@. Déja remarquons que puisque X (2) = [0, 1], et qu’on a P(X = 0) = 0, on peut supposer
que presque surement X (€2) =|0, 1], donc la variable V est bien définie (presque siirement). De plus,
puisque t — —w est & valeurs dans [0, +oo[ sur ]0, 1], on en déduit que V(Q2) = [0, +oo].

En notant Fy la fonction de répartition de V :
Ve <0, Fy(x) =0
De plus, pour tout z > 0,

In(X)
A

Fy(z)=P(V<z)=P <— < x> =P(In(X) > -dz) =P(X 2e M) =1-Fx(e ™) =1—-¢"
On reconnait donc que V suit une loi exponentielle de parametre A.

2. Supposons que V suive une loi exponentielle de parametre A. Une densité de V' est donc donnée par

0 siz <0
Vr € R, T) = _ .
fv(z) {)\e AT G >0
et sa fonction de répartition est :
0 siz <0

Vo ER, FV(x):{ 1—e ™Mz siz>0
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On sait que V = —ln()\X), donc autrement dit X = e~*V. Déja remarquons que puisque V(Q) = [0, 400,

on a X () =|0,1]

En notant Fx la fonction de répartition de X, on a donc déja :
-V <0, Fx(x) =0

- Vl‘}l, Fx($):1

Enfin, pour tout = €]0, 1]

Fx(z) =P(X <2) =P (e*W < a:) = B(=AV < In(a)) = P(V > =) = 1-Fy (-— =) = 1—(1 —e
Finalement,
0 siz<0
Ve eR, Fx(x) =< x sixz€]0,]1]
1 siz>1

et on a donc montré que X suit une loi uniforme sur ]0, 1], et donc presque stirement une loi uniforme sur

[0,1].

12.16| Soient X1, Xs,..., X, n variables aléatoires indépendantes qui suivent une loi uniforme sur [a, b]. On

pose Y,, = max(X1, Xo,..., X,).
Déterminer la loi de Y,,.

Soient X1, Xo, ..., X,, n variables aléatoires indépendantes qui suivent une loi uniforme sur [a, b] : une densité
commune est :
L szefol)
i
VeeR, f(x)=¢ b—ua ST =14,
0 sinon
et leur fonction de répartition est :
0 siz<a
r—a .
Ve € R, F(x) = 2 si x € [a,b]
—a
1 sizx>b

Puisque pour tout i € [1,n], X;(2) = [a,b], on a encore Y, (2) = [a,b]. Si on note G la fonction de répartition
de Y, on a donc :

maX(X1,X2, Ce ,Xn) < $)

(
=P(X; <z|n[Xe<z]N---N[X, <z
=P(X; <2)P(X2 <z) x---P(X, <) (par indépendance)
= F(x)F(z) x --- x F(zx) (car les X; suivent la méme loi)
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Soit X une variable aléatoire admettant une densité f. On suppose que X prend ses valeurs dans RT.
On note Y = Ent(X) (partie entiere de X).

1. Déterminer la loi de Y.

2. Montrer que E[Y] existe si et seulement si E[X] existe.

3. Montrer que si E[X] existe, alors :
EY]<E[X]<E[Y]+1

1. Puisque X(Q) = R et que Y = Ent(X), on en déduit que Y (Q) = {0,1,2,...} = N, donc en particulier
Y est une variable discrete.

Soit k£ € N. Alors, en notant F' la fonction de répartition de X,

=
~
I
=
|
o

(Ent(X) = k)

2. Rappelons que, sous réserve de convergence,

100 k41
Z/k kf(t)dt

+oo
EY] =Y kP(X =k) =
k=0 k=0

Rappelons également que, sous réserve de convergence

+00 +00 t+oo
E[X] = tf(t)dt = tf(t)dt = k+ 1tf(t)dt
x)= [ Cerwa= [ kzo/k+f()
e On a pour tout k£ € N,
Vk € NVt € [k, k + 1], E<t<k+1
=Vk e N,Vt € [k, k+1], kf(t) <tf(t) < (k+1)f(¢)
k+1 k+1 k+1
:VkeN,/ kf(t)dtg/ tf(t)dt < (k+1)f(t) (%
k k k

et signalons que les trois termes étant positifs.

k+1 k+1
e Si E[Y] existe, alors la série Z / kf(t)dt converge, et puisqu’on sait que la série Z / f(t)dt
k k

k>0 k>0
existe également (et vaut 1, par définition puisque f est une densité de probabilité), on a par somme
k+1
de séries convergentes que Z / (k+1)f(t)dt converge.
k
k>0

La deuxiéme inégalité dans (x) prouve alors, par comparaison des séries a termes positifs, que la série

k+1
Z / tf(t)dt converge, autrement dit que E[X] existe.
k>0 F
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k+1
o Si E[X] existe, alors la série Z / tf(t)dt converge et la premiere inégalité dans () prouve alors,
k
k>0

k+1
par comparaison des séries & termes positifs, que la série Z / kf(t)dt converge, autrement dit que
k>0 7k
E[Y] existe.

3. Montrer que si E[X] existe, alors E[Y] existe également, et en remplacant dans () par les valeurs, sachant

k+1
que l'intégrale Z / f(t)dt converge vers 1 par définition de f densité de probabilité, on obtient bien :
k
k>0

12.18| On suppose que la distance en metres parcourue par un javelot suit une loi normale de parametres

inconnus N'(m, 0?). Au cours d’un entrainement, on constate que :

— 10% des javelots atteignent plus de 75 metres.

— 25% des javelots parcourent moins de 50 metres.

A Taide des tables de la fonction de répartition de la loi NV(0, 1), calculer la longueur moyenne parcourue par
un javelot ainsi que 1’écart-type de cette longueur.

Soit X la variable aléatoire égale a la distance parcourue par le javelot. On sait donc que X suit une loi normale
N(m,a?).

On sait que

1 1
P(X>75) =, P(X<50)=

On aimerait utiliser les tables de la fonction de répartition de la loi normale. Or ces tables ne donnent que celles
de la loi normale A/ (0,1). On doit donc créer une loi normale centrée réduite & partir de X.

Posons Y = la variable centrée réduite associée & X. On sait que Y suit alors une loi N'(0, 1).

On a alors :
P(X >75)=P(X —m >75—m)

:P<X—m>75—m>

g o

:P<Y>75_m>
o

:1_(1)(75—m>
o

ou & désigne la fonction de répartition de Y suivant la loi B(0, 1).

On cherche donc m et o tels que

7 —m 1 ™ —-m 9
1-® - = .
( - > 0 < - ) 10

Ainsi, la table donne que
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De méme :

P(X <50) =P(X —m <50 —m)

:P<X—m<50—m>

o o
P<Y<5O_m>
o
(I)<5O—m>
o
(I)<5O—m> :1
o 4

Or, la table ne contient pas la valeur 0.25, donc on utilise la propriété importante de & :

On cherche donc m et o2 tels que

Ve e R, &(—z) =1— d(x)

o 50 —m :1<:>1_c1) m — 50 :1<:>q) m — 50 :§
o 4 o 4 o 4

m — 50

On a donc

Ainsi, la table donne que ~ (.67

On résout donc finalement le systeme suivant :

D —m

m 250
g

~ 1.28 — 75 —m ~ 1.28¢ m ~ 58.59
~ 0.67 m — 50 ~ 0.670 o~ 12.82

La longueur moyenne parcourue par le javelot est donc d’environ 58.59 metres et 1’écart-type est d’environ
12.82
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