Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Approximation en analyse

Soit f la fonction définie sur [2,+oo| par f(t) =

+oo
1. Quelle est la nature de l'intégrale f(&)de?
2

2. Déterminer le tableau de variations de f.
1

nin?(n)’

tIn?(t)’

3. En déduire la nature de la série Z

n=2

(6>1).

4. Déterminer de méme la nature de Z

— nin®(n)’

1. La fonction f :t— est continue sur [2,+o00[. Il y a un probléme uniquement en +oo.

1
tIn?(t)
Puisque f(t) est de la forme %, on va essayer de calculer une primitive.
Pour A >2,0ona:

A A 1 B 114 1 1 1
/2 ft)dt = —/2 —Wdt - [hl(t)L " TIn(A) T In(2) A5+ In(2)

“+oo
Ainsi, I'intégrale / f(t)dt est convergente.
2

2. La fonction f est dérivable sur [2, +oo et

—(Int)?2 —2In(t) —(n(t) +2)

vt =2, f'(t) = = <0
22 S0 t2(Int)4 t2(In(t))3
Ainsi, la fonction f est décroissante sur [2,+oo[ et on a . 1i£rn f(t)=0.
—+00
13 2 400
f'(t) -
f(2)
£t \
0
3. D’apres les questions précédentes, la fonction f est une fonction continue, décroissante et positive sur
1
[2, +oo[. Ainsi, d’apres le théoréme de comparaison série-intégrale, la série Z ———— est de méme
n(In(n))?

n=>2

+oo
nature que l'intégrale / f(t)dt, c’est-a-dire que la série est convergente.
2

4. Soit f > 1. Posons Vt > 2, ¢(t) = W On prend comme modele les questions 1,2,3.

La fonction g : t — est continue sur [2, 4+o00[. Il y a un probléeme uniquement en +oc.

’

t1n? (t)
Puisque g(t) est de la forme %, on va essayer de calculer une primitive.
Pour A >2 ona:

A A % B 1 1 A _ 1 1 1
[ roa= [ bt = | ), ~ G o e G

~+
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Approximation en analyse

“+oo
Ainsi, I'intégrale / g(t)dt est convergente.
2

La fonction g est dérivable sur [2,400[ et

— ((n(t))” + tB(In(t))" ")

V=2, ¢ (t) = <0
g ) #2(In(t))2?
Ainsi, la fonction g est décroissante sur [2,400[ et on a . liin g(t) =0.
—+00
13 2 400

D’apres I’étude précédente, la fonction g est une fonction continue, décroissante et positive sur [2, o0l

. . . . 1
Ainsi, d’apres le théoréme de comparaison série-intégrale, la série g

——— est de méme nature que
2 ()P méme nature qu

+oo
I'intégrale / g(t)dt, c’est-a-dire que la série est convergente.
2

1/
Soit f la fonction définie sur R** par f(z) = = R
5
+o0
On pose pour tout entier n > 1, I, = f(z)dz.

n
1. Montrer que U'intégrale I,, est convergente et la calculer.

1
2. Montrer que I,, ~ —
n—+oo n

3. Montrer que la série Z f(n) converge.
n>1

400 e1/t
1. Soit n > 1 fixé. Convergence de [, = / t—2dt?

n
1/t
e
La fonction f : ¢t — = est continue sur [n, +00|, donc le probleme se situe en +oo. Or, pour tout A > n,
on a:

A 1/t A
/ dt:[—el/t} = —elAypel/m 5 el/m 1

n A—+o0

et donc l'intégrale I, est convergente et on a :

I,=e/" -1
. 1
2. Puisque e* —1 ~ u et comme — — 0, on a:
u—0 n n—+oo

1
Iy=e/"—1 ~ =
n—+oo N
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Approximation en analyse

3. La fonction f est une fonction continue et positive sur [1,4o00[. De plus, comme la fonction ¢ — % est dé-
croissante sur [1, 400 et que la fonction exponentielle est croissante, par composition, la fonction ¢ — el/t

1
est décroissante sur [1, +oo[. Puisque t 2 est décroissante sur [1,+oo], la fonction f est décroissante

sur [1, +oo.

+o0o
On a montré précédemment que / f(x)dx est convergente, donc d’apres le Théoreme de Comparaison
1

Série-Intégrale, on en déduit que la série Z f(n) est convergente.
n>1

113

I’aide de comparaisons & des intégrales.
n=3 n>2

On peut trés bien montrer les natures des séries a l'aide de comparaisons usuelles des termes généraux des
suites. Utilisons ici des comparaisons série-intégrales.

1. Posons f :t ( ) qui est une fonction continue et positive sur [3, +oc].
De plus, puisque f est dérivable sur [3, +o0[, on a :

1 —1In(t)

vVt =3, fi(t)= 2

<0

donc la fonction f est décroissante sur [3, +o0o[. Ainsi, par le théoreme de comparaison série-intégrale, on
en déduit que

1 oo ]
Z n(n) est de méme nature que / n(t )dt
>3 n 3 t

Or, pour tout A > 3, on a

A

/3A 1n£ )dt [;(ln(t»QL _

+%0 I
Ainsi, puisque / ( )dt diverge, on en déduit que Z
3

n=3

((n(A))? = (n(3)?) =+

| =

2. Posons g : t — z—i = t2e7? qui est une fonction continue et positive sur [2, +00].
De plus, puisque t est dérivable sur [2,+oc0], on a :

Vt =2, g/(t) =2te™t —tPe Tt = (2—t)te ' <O

donc la fonction ¢ est décroissante sur [2, +00[. Ainsi, par le théoreme de comparaion série-intégrale, on
en déduit que

n2 +00 42
Z —- est de méme nature que / —dt
n22€ 2
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Or, pour tout A > 2, on a :

A A A
/ t2e7tdt = [—t%t] +2/ te tdt
2 2 2
A A
— —A2%eA + 4e~2 +2 ([ — te_t] + / e_tdt)
2 2

A
= A2e A 14072 —24e A+ 4072 + [ - e_t}
2

A? A
=49 22— 5 92
e e A—+o0
+oo t2 n2
Ainsi, puisque / —dt converge, on en déduit que Z — converge également.
2 e =~ en
Etudier les convergences des suites définies par :
n n
1 k
1.un:Z 3'un:Zﬁ
—n+ k g+ k
- n
2. = —— 1
tn ;nQ—{—k? 4. unzﬁr{/(n+1)(n+2)---(2n)
1.
| I~ 1 1« / <k>
uTL o = — —_— - J—
k
k:1n+k "=l — "= "
n
avEe [0,1], F() = —
ol , 1], =—.
14¢
On reconnait donc la somme de Riemann associée a la fonction f sur [0, 1] pour la subdivision réguliere
1 2 -1
(0, — e, i ,1>. Puisque f est continue sur [0, 1], on sait donc que :
n’'n n

1 1 1 1
Un, n_>_+>oo/0 f(t)dt :/O mdt = [ln(l —|—t)}0 =1In(2) —In(1) =|In(2)

n n

1 1 1 k
DI e D Zan<n>

=1 k=114 k=1
n2

. 1
ou Vvt € [0,1], f(t) = e

On reconnait donc la somme de Riemann associée a la fonction f sur [0, 1] pour la subdivision réguliere

1 2 n—1
(0, — e, ,1>. Puisque f est continue sur [0, 1], on sait donc que :
n'n n

1 1 1 1
Un —2 /0 f(t)dt = /0 mdt = [Arctan(t)} . = Arctan(1) =

2011-2012 Lycée du Parc 4/13



Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 11 - Approximation en analyse

. t
OthG[O,l]a f(t): 1+t2

On reconnait donc la somme de Riemann associée a la fonction f sur [0, 1] pour la subdivision réguliere

1 2 n—1
(0, i T ,1>. Puisque f est continue sur [0, 1], on sait donc que :

1 1
Up, n_>—+>oo /0 f(t)dt = /0 1 thdt B n(l+ tQ)]O - %ln(Z) — %ln(l) = %111(2)

4 un:%’{/(n—i—l)(n—i—2)---(2n)?

Puisque Vn > 1,u, > 0, posons Vn > 1, v, = In(uy). On a alors pour tout n > 1,

v, = In <; YV(in+1D(n+2)--- (2n)> = —In(n) + l1n((n+ D(n+2)---(2n))

n

=—lIn(n)+ % (In(n +1) +In(n+2) +--- +1n(2n))

= —In(n Zlnn+k
= —In(n) + izn: [ln(n) +1In (1+ f’;ﬂ

()£

ou vt € [0,1], f(t) =1In(1+1¢).
On reconnait donc la somme de Riemann associée & la fonction f sur [0, 1] pour la subdivision réguliere

1 2 —1
(O, — e, n ,1). Puisque f est continue sur [0, 1], on sait donc que :
n’'n n

1

1 1
Un S /0 f(t)dt = /0 In(1 +t)dt = [(t + 1) In(1+t) - (t+1)| =2In(2) -1

0

Puis, puisque v, = In(u,), on a
_ 4
w, = evn Q2In(2)-1 _ 2
n—-+o0 €

Déterminer le développement limité & 'ordre 3 au voisinage de 0 des fonctions suivantes :

L f(z) =In(1+=z)+e” 5. v(x):(l-l—Qx)l%w

2. g(a) ="l a(cl +) 6. w(z) =In(1 + cos(z))
3. h(z) = n(i+2) 7. y(x) = Arctan(z)

4 u(x) = ln(l +x+ m2) 8 Z(l‘) Arcsm (z)
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2 .%'3

<x—x++o(x3)> + (1+x+x2+6+0(x3)>

3

1.
f@)=In(l+z)+e€"
2 .3
:1::0 2 3
L s 3
= |14 2z + —z° + o(z?)
z—0 2
2.
g(x) =€e"In(1 4 x)
2 .3 s
= 1 _— _ —
a:—>0( tot o+ 5 +o(x )) <x
2 3 3 3
_ _r.r 2_ T 7 3
1
— 12,13 3
so| T T R" +3x +ola’)
3.
x
h —
() In(1+ x)
B x
230 2 3 A .
$—?+?—Z+O($)
_ 1
2—0 x 22 3
1-2 < i 3
2+ 3 1 + o(z°)
B 1
2—0 x x2 x3
1 (E_ ¥ 3
(2 5 T + o(z ))
_ (o N (2 2
2—0 2 3 4 2 3 4
(o2 BN, (2
20 2 3 4 4 3
1 1 1
B T I S 3
o Tt Tt o)
4.
u(z) = In(1 + z + 2?)
=In(1+ (z +2%))
1 1
= (z+2%) = S(x+2%)” + S (x +2%)° + o(a?)
z—0 2 3
1 1
= (z+2%) - (22 +22%) + =23 + o(2?)
z—0 2
_ Lo 23 3
ol t g 3% + o(z”)
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o.
1
=(1+22)1+s = In(1+2
(o) = (14 20075 —exp ({1 i1+ 20))
On a
1 1
_ (1 _ 2_ 3 3 Loz Lo 3 3
T2 In(1 + 22) = (1-z+2>—2°+o(z")) <(2x) 2(233) + 3(23}) + o(x ))
8
= (1-z+42%—2°+o(z?)) <2x —22% + -2 + 0(333)>
z—0 3
8
2 3 2 3 3 3
= <2m—2x —|—§a: ) + (=227 + 227) + (227) + o(z?)
20
= 2z —42® + 2% + o(z?)
z—0 3
D’ou
( In(1+ 2x)>
2 .
(23: — 42? + 303:‘3 + o(xd))
20 1 20 5\* 1 20 5\°
= 1+ (230 — 2% + 3303) + 3 (290 — 42” + 3$3) + 5 <2ac —42% + 3903) + o(x?)
2, 20 3 Lo o 3, L3 3
= 1+ (22 —42”+ —-2° ) + = (42” — 162°) + —(8z") + o(z”)
z—0 3 2 6
= 1+ 2z — 22 +02° + o(2?)
z—0
= |1+ 22 —22% + o(2?)
z—0
6.

w(z) = In(1 4 cos(z))

7. y(x) = Arctan(z)
Puisque la fonction Arctan est de classe C*° sur R, on est certain d’apres le Théoréme de Taylor-Young
que la fonction y admet bien un Développement Limité d’ordre 3 en 0.
On a:
1
14 a2
= 1— a2 +o(z?)

x—0

Vz e R, ¢/ (x) =
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D’ou par intégration, on obtient :

1
Arctan(z) = Arctan(0) +z — §x3 + o(z?)

z—0

1 s 3
SolT T3 + o(z°)

8. Z(LE) _ eArcsin(a:)
Puisque la fonction Arcsin est de classe C* sur | —1, 1], on est certain d’apres le Théoreme de Taylor-Young
que la fonction Arcsin admet bien un Développement Limité d’ordre 3 en 0.
On a:

Vz € R, Arcsin’(x) =

D’ou par intégration, on obtient :

Arcsin(z) = Arcsin(0) + x + 13:3 + o(2?)

z—0 6

1 3 3
I e

On en déduit que

Z(:E) — eArcsin(x)

1
= exp (:z: + 23+ o(x?’))
z—0

6
1 1 5\% 1 1 5)\°
o 1+ (x + 6:63) + (:L‘ + 6303) + g (x + 61‘3) + o(z?)

1
= 1+ <x + x3> +
z—0 6

— Lo, 13 3
= 1+:c+§x —i-gx + o(z”)
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Déterminer le développement limité en 0 de In(1 + e~®) & Pordre 4. En déduire f/(0), f(0), f®)(0) et
F9(0).

z—0

= . 1s 1 5 1 4
x;Oln(Q)—l—ln <1—|—( 5 +4 5% +48$ + o(x )))

— 1 1 1 1/— 1 1 1 2
= ln(2)+<x+$2—I3+x4>—<;+4x2—$3+$4>

z—0

1=z 1, 1, 1, 1/—2 1, 1 4 A7 4
+3(2+4x 12x+48x> \2 T Tt ) Tl
—r 1 1 1 1 /2% 1 7
— 1n(2 —r Lo L1 3 1 4\ L1LiT 13 4
Hon(>+(2+4x 12x+48x> 2(4 PR
1/ 145 3 4\ 1/1, 4
+3( g% +16x> 4(16x)+0(x)
= ln(2)—1x+1x2+0x3—ix4+0(az4)
20 27 "8 192
= |In(2) — lx + 1:62 — —zt 4+ o(zh)
250 278 192

D’autre part, puisque la fonction f est de classe C*° au voisinage de 0, le Théoréme de Taylor-Young affirme
que

, ®) @
1@ =, 10+ O+ L2 SO0 SO 0

Par unicité de la partie réguliere du DL4(0), on en déduit que :

( f(0) =In(2)

. 1
f(0) = 3

1" —9 o 1
f7(0) = ><8—
F®(0)=6x0=|0]
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On a donc

r_1_
lim & =% 1
z—0 x
> 1 1 1
xln(x—}—l)—xln(m):xln(x—i_ )zwln(l—l——) r x-—=1
x X ) x—=+toco I
On a donc
wll)rfooxln(x +1)—zln(x) =1
3.
1+x+1w2+o(w2) —1—(x+0(a:2)) 12_,_ (z?) 12
e’ —1—sin(z) 2 ot oW 2t 1
- S 2 Do 1 Do T, T
COS(CE) 1 z—0 (1 B .’L’_ —|—0(.’E2)> 1 z—0 ——CL’2 +O(£L'2) z—0 __xz
2 2 2
On a donc v
I sin(x) _
z—0  cos(x) — 1
4.

@) _ 1 — 2 cos(z)

exp(sin(z)) =, P

z—0

1
-1 19 3
0 +x+2a: + o(x”)

xT—
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= —0

Donc
. 1 2
@ 1 —zcos(x) = 14+z+ -2’ +o@d)—1-2 (1 ~T 0(1:2)>
z—0 2 2
1, z3 3
x:>0 ix +?+0(1’L‘ )
Ainsi 5
1 T
@) _ 1 — 2 cos(z) 5;102 + 9 +o(z%) 1 N
= ~ —_— _>
:I)3 z—0 .%'3 z—0 21 2—0 >
Donc )
. @) _ 1 — 2 cos(z) N . @) _ 1 — x cos(z)
im = 400, im
2—0+ a3 2—0~ 3
5.
In(cos(z)) cos(z) — 1 _7332 1
22 z—0 2 0 2 - 2
Donc
lim In(cos(x)) _ 1
z—0 2 2
24 2z
6. lim 7
z—1 r—1
Notons z =1+ h.
e(1+h)>+1+h _ ,2(1+h) _ 2+2h+h* _ 242k _ oo e 1
h h h  h—0 h
Donc T
lim =0
z—1 r—1
7.
1/3 1/3
(23 + )3 — (P — )P =2 1+i : - 17i /
x2 x?2
1\1/3 1\ 1/3
- (1%2) - (1—352) ]
11 1 1
- ”33;2*0(952) - (1‘3
O J21 1
z—too |32 to x2
~ — —
r—+oo 3T r—+o0
Donc
lim (2% +2)Y3 — (2% — )3 =0
T—r+00
8.
% — P In(z) _ T
l—z+1In(z) 1-—2+In(x)
2011-2012 Lycée du Parc
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Notons z = 1 + h, alors

etIn(z) _ 4 e(1+h)In(1+h) _ (1 + h)

1 -2+ In(z) —h+1In(1+h)
_exp (A+h) (h—3h?+0(h?)) —1—h
h—0 ~h+h—" 4 o(h?)
exp (h— 3h® +h?+o(h?) —1—h
h—0 —%2 + o(h?)
1+ (h+3h2) =3 (h+1r2)% +0(h2) =1 —h
h—0 2 1 o(h2)
M on?) -1
=0 12 4 o(2) K0 2

Donc -
¥ —x 1

lim ———
xlglll—x—l—ln(:v) 2

Soit f:x+— x4+ In(l+ ).

1. Montrer que f admet au voisinage de 0 une fonction réciproque et que f~! admet un développement
limité a ’ordre 3 en 0.

2. Calculer ce développement limité.

1. Soit f : @ — x4+ In(1 + z). f est continue par opérations et strictement croissante (par somme) sur
| — 1, +o0], donc réalise une bijection de | — 1, 4+o00[ dans f(] — 1, +o0]) = R.
On a bien f € C*(] — 1,1[) et pour tout = €] — 1,1[, f'(z) =1+ H% > 0, donc f’ ne s’annule pas, donc
f~t e C>®(] —1,1]) également, donc d’aprés le Théoreme de Taylor-Young, f~! admet bien un DL3 en
0=f710)

2. On raisonne par coefficients indéterminés.
On sait que f~*(z) =, F7H0) + az + bx? + ca® + o(z?).

Tr—r

De plus, pour tout z au voisinage de 0, on a : f(f~!(x)) =z = f~1(f(z)).
On a f(z) =2z — %2 + % + o(z3). Donc

FHf () { ::0 2za+ (—% +4b) 2® + (% — 2b+ 8¢) 2° + o(z?)

T—r

Par unicité de la partie réguliere, on a 2a = 1, —a/2+4b=0et a/3 —2b+8c=0,d'ota=1/2,b=1/16

et c=—1/192.

2 3
X x
+ = ——— +o(a%)

1 o E
@) 505116 102
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In(l+2)—=«
On pose Yz €] — 1, 0[U]0, +o0], f(z) = %

1. Déterminer le développement limité de f en 0 a l’ordre 2.

2. Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0 et que ce prolongement est alors dérivable en 0.

3. Déterminer alors ’équation de la tangente en 0 et étudier la position de la courbe de f par rapport a sa
tangente en 0.

On en déduit donc que pour tout x au voisinage de 0,

_ In(l+z)-2 1 1 z? 9
fo == S a2 t3" 1 )

autrement dit on a bien écrit un Développement Limité d’ordre 2 de f en 0.

2. Puisque f admet un DL2(0), elle admet en particulier un DLy (0) et donc est continue en 0. De plus, le

DL nous donne que
1

f(o):—§

Puisque f admet un DLy(0), elle admet en particulier en DL;(0) et donc est dérivable en 0. De plus, le
DL nous donne que

1
!
0)=-
3. L’équation de la tangente en 0 est donné par le DL d’ordre 1 en 0, autrement dit la tangente a pour
équation :
-1 n 1
=—+—=x
Y= T3
De plus, puisque f(z) — (—% + %x) = —% + o(x?) ~ % < 0, on voit que la courbe C; représentative de
T—>

f sera située en-dessous de sa tangente en 0.
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