Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 09 - Révisions d’analyse

Calculer les limites suivantes :

4 v
1. lim —ln(2x D T (31’ _ 4)
T—r—+00

z—1  r—1 & 3r — 2
2. lim Va?2+2r—1+z+1 4. lim (\/_ \/_el/””>
T——00 T—>+00

1. Ona2z? -1 — letln(u) ~ u—1,donc
z—1

u—1

In(22% — 1) (222 -1)—1 222 -2

~ = =2(z+1) —>

r—1 z—1 rz—1 rz—1 r—1
2. )
/2 42w —1 +$+1_(m +2x—1)—(x+1) _ -2 . @
Vat+2x—1—(x+1) Va?42zx—-1—(z+1)a>-
3.

=)

Examinons ce qui est dans I’exponentielle.

3x — 3
Ona 2% LN letIn(u) ~ uw—1.0n a donc
32 — 2 200 3T w—too u—1

4 3z — 4 = =
1 ~ 1) = O —
\Fn( —2> w—>+00\/§<3x—2 ) \/5<3a;—2) oo Bz rotne |

Donc par composition de limites, on en déduit que
3 — 4\ V" —4 0
<3m—2> - (fm( 2)) e =]

(\f_ \/561/1) - \/§<1 - el/x) ~ WV (—i) = _\}5 e U

T—+00

Etudier la continuité et la dérivabilité des fonctions suivantes :

zln(z) . zle~® .
flz) = i — 1l siz>0,z71 glx) = 1_¢22 siz#0
0 siz=1 0 siz=0

1. La fonction f est continue et dérivable sur 0, 1] et sur |1, +00] comme quotient de deux fonctions continues
et dérivables sur |0, 1] et |1, +o0], le dénominateur ne s’annulant pas sur ces intervalles.
En1
x1n(z) x(x—1)
z—1 x:I r—1

=xr—0#1
z—1

La fonction f n’est pas continue en 1. Elle ne peut donc par conséquent pas étre dérivable en 1.
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2. La fonction g est continue et dérivable sur R* comme quotient de deux fonctions continues et dérivables
sur R*, le dénominateur ne s’annulant pas sur ces intervalles.

En 0
2 —x 2
e x x
—  ~ —=——0=f(0
1—e 2% z—0 2z 2 z—0 f( )
La fonction g est donc continue en 0.
— 2,—x 2
g(x) —g(0) 2’ Looe 1 1
x—0 (1 —e2%) 2-0 2(2z) 2 20 2
. o , 1
Ainsi, g est bien dérivable en 1 et on a ¢'(1) = 3

Soit f :[0,1] — [0, 1] continue. Montrer qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que f(¢) = t.

Le probleme est de trouver un ¢t € [0, 1] tel que f(t) =t < f(t) —t =0.

Notons Vt € [0, 1], g(t) = f(t)—t. La fonction g est continue sur [0, 1] (différence de deux fonctions continues
sur [0, 1]). De plus, g(0) = f(0) =0 > 0et g(1) = f(1) —1 < 0. Ainsi, 0 € [g(1), g(0)], donc d’apres le Théoreme
des Valeurs Intermédiaires, il existe t € [0, 1] tel que g(t) = 0.

et —e T

Soit f la fonction définie sur R par f(z) = P
e
Montrer que f réalise une bijection de R sur un intervalle J a expliciter.

La fonction f est continue et dérivable sur R comme quotient de deux fonctions continues et dérivables sur
R (le dénominateur ne s’annulant jamais).

De plus, Vz € R,

b (€ e ™) (2T 1) — (" —e )2 e 4e T4 4e
J) = (267 +1)2 T (e 4+ 1)2 >0

La fonction f est donc continue et strictement croissante sur R. Elle réalise donc une bijection de R dans
J=fR)=] lim f(z), lim f(z)[.
Tr—r—00 r—r+00

Or x —x —x 1
J(@) = ;Til o 25*1 ro—bo 2

et
fa= T i

= ~ _ g
2e=% + 1 z—+oo 1 xz—+o0

1
La fonction f réalise donc une bijection de R dans ] ——,+00 [
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La fonction f définie sur R par f(z) = %H est-elle de classe C! sur R ?
x

La fonction f est de classe C! sur R* comme quotient de deux fonctions de classe C! sur R (le dénominateur ne
s’annulant pas), et est méme continue en 0 puisque c’est un quotient de fonctions continues en 0, le dénominateur
ne s’annulant pas au voisinage de 0.

On a:
1 1
0 W= fWsgry o W= SW =gy
On remarque que
fllz) —1

x—0

Donc, puisque f était déja continue en 0 et que f’ admet une limite finie en 0, le Théoréme Limite de la Dérivée
affirme que f est dérivable en 0 et que f’ est continue en 0. Autrement dit, f est bien de classe C! sur R.

Soit la fonction f définie sur R par

1. Montrer que f est continue sur R
2. Montrer que f est dérivable sur R*.

3. Etudier la dérivabilité de f en 0. Interprétation graphique ?

1. La fonction est clairement continue sur R* par somme et produit de fonctions continues sur R*. De plus,

zln(z?) — 22 = 2zn(x) — 22 — 0 = £(0)

z—0

car par croissances comparées, lir% xIn(z) = 0.
T—r
La fonction f est donc continue sur R.

2. La fonction f est clairement dérivable sur R* par somme et produit de fonctions dérivables sur R*. On a :

Vz #0, f'(r) =2In(z) +2—2=2In(x)

f(z) — £(0) _ 2zn(z) — 2z —2ln(2) -2 — —o0

La fonction f n’est donc pas dérivable en 0, la courbe représentative de f admettra une tangente verticale
au point d’abscisse 0.
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Soit f la fonction définie sur | — 1, +oo[ par f(x) =

1
V143

1. Montrer que f est bijective. On note f~! sa bijection réciproque. Préciser le domaine de définition de f~1.
2. Déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse 2.
3. Déterminer une équation de la tangente & la courbe représentative de f~! au point d’abscisse 1/3.
4. Quel est 'ensemble de dérivabilité de f~1?
5. La courbe représentative de f~! admet-elle une tangente au point d’abscisse 1?7
6. Dresser les tableaux de variation de f et f~!. T
7. Tracer sur un méme graphique les courbes représentatives de f et f~1.
1. La fonction f est continue et dérivable sur | — 1, 400 comme inverse d’une fonction continue et dérivable
qui ne s’annule pas.
_ — 1 — o) = V(@)
OnaVze > -1, f(z) = o) avec u(z) = y/v(x), donc v (z) W On a donc
—u'(x) —v'(z) —32?
Ve > -1, f'(z) = = = <0
) u(z)?  2y/v(x)u(z)?  2V1+ 23(1 + 23)
La fonction f” étant négative et ne s’annulant qu’en 0 (nombre fini de points), la fonction f est strictement
décroissante sur | — 1, +o0] et est bien str continue sur | — 1, +o0]. La fonction f réalise donc une bijection
de | —1,400[ dans f(] — 1,400[) =] lim f(z), lim f(z)[=]0,+oo].
T—r+00 z——1
La fonction f~1 est donc définie sur ]0, +o0|.
2. La tangente au point d’abscisse 2 a pour équation :
y=r2)(z-2)+f(2) =
D’aprés la formule obtenue précédemment pour la dérivée, on a donc f/(2) = —2 et f(2) = %, donc la
tangente en 2 a pour équation :
2 7
Y=gty
y=1
3. Ona f(2) = 3 donc f71(3) =2.
On sait que f~! est dérivable en f(2) si et seulement si f/(2) # 0, ce qui est bien le cas ici, donc f~! est
bien dérivable en 1/3. De plus,
(fl)’<1>— 1 1 -9
3)  putam) o e 2
Ainsi, ’équation de la tangente & f~! au point d’abscisse 1/3 est :
1 1 1 9 7
R N 4 N !
= (5) (og) o (5) =
4. On sait que f~! est dérivable en y = f(z) si et seulement si f/(x) # 0. Or, f’ ne s’annule qu’en 0 et
f(0) =1, donc f~! est dérivable sur |0, 1[U]1, +ool.
5. La courbe de f admettant une tangente horizontale au point d’abscisse 0, puisque f(0) = 1, la courbe de

f~! admet une tangente verticale au point d’abscisse 1.
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En appliquant le Théoréme des Accroissements Finis a la fonction A : z — In(Arctan(x), calculer :

n—+oo \  Arctan(n)

n2
lim (Arctan(n + 1))

Posons u,, = (%)n = exp (n* (In(Arctan(n + 1)) — In(Arctan(n)))) = exp (n* (h(n + 1) — h(n))).

Fixons-nous n € N*, alors la fonction h est continue sur [n, n+1] et dérivable sur |n, n+ 1] (comme composée
de fonctions continues et dérivables). Le Théoreme des Accroissements Finis affirme que :

Jen €]n,n+ 1]/ h(n+1) — h(n) = K (cx)(n +1—n) = b (c,)

Remarquons que puisque ¢, €]n,n+ 1[,onac, ~ n.

n—-+o0o
1
Or, Vz >0, b (z) = (15 22) Arctan(a)” On a donc pour tout n > 1,
2 1 2
n? (h(n+1) — h(n)) = - e

(1 4+ ¢2)Arctan(n) n—too Arctan(n) n—+oo

D’ou par composition par exponentielle, on en déduit que :

up = exp (h(n+1) = h(n)) — exp <72T>

n——+o00

1. Justifier que pour tout entier n > 0, 'équation e® + x = n possede une unique solution que l'on notera
par la suite x,,.

2. Déterminer la monotonie de la suite (x,).
3. Démontrer que Yn > 1, In(n — In(n)) < z,, < In(n)

4. En déduire la limite de la suite (x,), puis un équivalent simple de .

1. Notons f : x +— e” + x. La fonction f est clairement continue (par somme) et strictement croissante (par
somme également) sur R. La fonction f réalise donc une bijection de R dans f(R) =] lim f(z), li{Il_l f(@)]
T——00 T—r+00

R.
En particulier, pour tout n > 0, on a n € R (espace d’arrivée de f), n admet un unique antécédant par la
fonction f dans R, noté x,.

2. On a pour tout n > 0 f(x,) = n <= x, = f~'(n). Puisque f est continue et strictement croissante, on a
également f~! continue et strictement croissante. Ainsi, pour tout n > 0,

n<n+l= frtn)<fln+l) =2, <.

Ainsi, la suite (xy,) est strictement croissante.

3. Remarquons que puisque f(0) = 1, alors pour tout n > 1, on a x,, > 0.
On a pour tout n > 1,
Tp+em=n=¢€e"=n—1z,<n=— 1z, <Inn)

De méme
Tp+em=n=¢€"=n—xz,2n—In(n) = z, > In(n —1In(n))
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4. En déduire la limite de la suite (z,,), puis un équivalent simple de z,. On a n — In(n) L et comme
n—-+0o0o

n — 400, on a hrf In(n — In(n)) = 400, donc par comparaison on en déduit que
n—-+00

lim =z, = +o0
n—-+o0o

De plus : ( )
In(n — In(n T,
In(n) S In(n)

In (1 - 71117(171)) z
< n
In(n) = In(n)

<1

Autrement dit

1+ <1

et donc par encadrement, on en déduit que

lim —" =1
im =
n—-+0o ln(n)

autrement dit, on a :

n n—;\—;-oo ln(n)

09.10| Soit P € R,[X] un polynéome de degré n ayant n racines distinctes réelles.

1. Montrer que P’ admet exactement n — 1 racines distinctes réelles.

2. Montrer que toutes les racines de P2 + 1 sont complexes et toutes simples.

1. Puisque deg(P) = n, on sait que deg(P’) < n — 1, donc P’ admet au maximum n — 1 racines distinctes.
Notons 1, Zo, ..., T, les n racines de P rangées dans l'ordre croissant : 1 < 9 < -+ < Ty,
Sur chaque intervalle [z;, zj+1], t — P(t) est une fonction continue sur [x;, z;41], dérivable sur |z;, z;41[ et
vérifie P(z;) =0 = P(zi11).
Le théoreme de Rolle affirme donc que P’ s’annule au moins une fois sue |z;, z;11][.

On vient donc de montrer que sur chacun des intervalles |z1, x|, |x2, 23], ..., |¥n—1,2xs[, le polynome P’
s’annule au moins une fois, donc on a trouvé au moins n — 1 racines distinctes de P (qui sont donc réelles).
On ne peut pas en avoir plus, donc on a exactement toutes les racines de P’.

Ainsi, P’ admet exactement n — 1 racines distinctes réelles.
2. Déja si P? 4 1 admet une racine, c’est nécessairement un complexe car si P?(x) + 1 = 0 avec x réel, on a

(P(x))? = —1 et P(z) est un nombre réel : impossible.
Les racines de P2 + 1 sont donc toutes des complexes non réels.

Supposons que P? + 1 admette une racine double, autrement dit qu’il existe un z tel que P(2)?> +1 =0 et
(P2 +1)'(2) =0, ie. 2P'(2)P(z) = 0. On a donc forcément P(z) = 0 ou P'(z) = 0. Or, dans les deux cas,
les racines de P et P’ sont réelles d’aprés 1, donc ne peuvent pas étre complexes non réelles. Absurde. Les
racines de P? 4+ 1 sont donc simples.
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Soit f : [a,b] — R dérivable.

On suppose que f(a) = f'(a) =0, que f(b) > 0 et que f'(b) < 0.
Montrer que f’ s’annule sur ]a, b|.

La fonction f est continue (car dérivable) sur le segment [a, b], donc est bornée et atteint ses bornes sur le
segment [a, b]. En particulier, elle admet un maximum en un point ¢ € [a,b] :

de € [a,b] / ¥t € [a,b], f(t) < f(c)

Déja on ne peut pas avoir ¢ = a, puisque f(a) < f(b).

De plus, puisque f’(b) < 0, b ne peut pas étre un maximum (car la fonction sera strictement décroissante sur
un intervalle centré sur b).

Ainsi, le maximum de f est atteint en ¢ €]a,b], on sait donc alors que f’(¢) = 0.

09.12| Calculer les intégrales suivantes, un changement de variable est éventuellement indiqué entre paren-
theses.
2 42 ,
t 8. —dt =1 8
/ cos(t /0 PER (u +38)
2 [ 1 [ it =
U —
2’ 12 HE+ 1) t+1
3 / )
t dt
10. — (u=1¢
/ sin(¢ /1 t(t3+1) ( )
cos2 2
In(t
11. / ) 4 (= Vi)
5. / et 1 Vit
_11 In(2)
2011 (42 2009 12. / et — 1dt
6. /_ 1t (t% +1)2009¢¢ .
€ dt
7 / /57r/5sm(sm(tan(t)))dt 13 / '
In(1+ ¢2) L t+tIn?(t)

2
1. / t cos(t)dt
0

u(t) =t u(t)=1
V' (t) = cos(t) v(t) = sin(t)
peut faire une intégration par parties :

On pose . Les deux fonctions u et v étant de classe C! sur [0,2], on

2 2

- /02 L sin(t)dt = 2sin(2) — [— cos(t)] ) = 2sin(2) + cos(2) — 1

2
/ tcos(t)dt = [tsin(t)}
0
142
2. ——dt
/0 1+ 2

1 2 142 1 1
t 24+1-1 1
/zdt:/ +2dt:/ (1 2>dt {t—Arctan(t)} —1-=
0 1+t o 1+t 0 1+t 0 4

0
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3. / () 5y
Jio bt

On reconnait directement une intégrale du type ' (¢)u(t)

/:lltln(t) - ;/1621111“) = ;[(hl(t))?r —La-0=,

L sin(t)
" /O o

e N N .y U
On reconnait directement (& une constante pres) une intégrale du type
U

/ol = ‘/01 (= [ - co;a)]: - !

0
5. / 3 dt
—1

-1

La fonction f : ¢t~ t2011(#2 4 1)2909 et impaire sur [—1,1] car Vt € [-1,1], f(—t) = f(t). On en déduit
1
directement que / 2011 (42 4 )20 — 0.
-1
__=n/ssin(sin(tan(t)))
7. / /5 In(1 £ 2) dt
sin(sin(tan(t)))
In(1 + ¢2)

déduit directement que /—7r/57r/5 sm(sm(tan(t)))dt =0.
In(1 + ¢2)

La fonction f : t —

est impaire sur [—g, g} car Vt € [-Z,Z], f(—t) = f(¢). On en

2 t2 3
. —dt =t
8 /0 St (=1 +5)

lere méthode.
Posons Vt € [0,2],u = t3 + 8 = p(t).

— La fonction ¢ est de classe C! sur [0, 2]
~ vVt €10,2], ¢'(t) = 3t%, donc du = 3t%dt
- t=0<=u=28

—t=2<4=u=16

Alors :

2 2 2 2
t 1 1 1 1 1 1 1 In(2)
—dt = — 3t2dt) = = /tdt—/IGd = —|1 16 =
/ot3+8 3/0 pyg U 3/0 ¥ Wit =3 | 16 du 3[n(“)L 3

2éme méthode.

On veut poser u =13 + 8 =13 =u — 8 <=t = (u — 8)'/3 = p(u).

2011-2012 Lycée du Parc 8/14



Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 09 - Révisions d’analyse

10.

—t=0+<=u=28
—t=2<4<=u=16
— La fonction ¢ est de classe C' sur [8, 16]
1 1
Vu € [8,16], ¢'(u) = g(u —8)72/3, donc dt = g(u —8)"23duy
Alors :

/02 £2 dt = /816((“_8)1/3)2;@—8)—2/3@: ;/161@: [hﬂ(U)LlG: In(2)

3+ 8 u Y

/1 1 it ( t )
. —_— U=—-"
1/2t(t+1) t+1

lére méthode.
Posons V¢ € [3,1] ,u = HLl = ().

— La fonction ¢ est de classe C! sur [%, 1}

-Vt e [%,1], go’(t)—m, donc du = (t+11)2dt
_t:1<:,>u:1
2 3
ft:1<:>u:%
Alors :

/1;2 t(til)dt: /1/12“;1 (mlwdt) _ /1/21@@)@'(,5)@ _ /1/3 1/2%@: [ln(u)] PR <§>

2éme méthode.

t
On veut poser u = e ians t+lu=t<=tlu—1)=-—u<=t= = ¢(u). (on a pu diviser par

+1 1—u
1 — u car u ne peut jamais étre égal a 1, puisque u = t%)
~t=1/2<=u=1/3
—t=1l=u=1/2
— La fonction ¢ est de classe C! sur [%, %]
11 1 1

- Yu € [3, 2} , @f(u) = m, donc dt = i u)Qdu
Alors :

1

/ 1dt:/ 1 ! ! 2du:/ 1/21du: {ln(u)] 1/2=1n <3>
12 tt+1) /3w ( (2 L 1) (1 —w) s 1/ D)
l—u\l—-u

2 at
" (u=1t3
/1 ey RC)
Posons Vt € [1,2],u = t3 = ¢(t).

— La fonction ¢ est de classe C! sur [1,2]
~ Vte[1,2], ¢(t) = 3t?, donc du = 3t3dt
—t=1l<=u=1

—t=2<=u=28
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Alors :

2 dt 1 [? 3t%dt 1 [? 1 , 181
TE TN T o T i ————— ' (t)dt = = —du
Cherchons deux réels a et b tels que Vu € [1, 8], T — T+ UL_H, la résolution nous donne directement

u(u+1)
que a =1 et b= —1. On en déduit que
18 1 1 /871 1 1 ® 1. /1 2. (4
/ du:/ - — du==|In(u) —In(u+1)| ==In 16 =_In|{ =
3J)1 ulu+1) 31 \u wu+1 3 ;. 3 9 3 3

11. 1 Wdt (u = V1)

Posons Vt € [1,2],u = vt = ¢(t).

— La fonction ¢ est de classe C! sur [1,2]

1 1
Wt e1,2], (t) = ——, donc du = ——dt
[1,2], ¢'(t) S done du= o=

—t=1l<—=—=u=1
—t=2<=u=+2

Alors :
2In(t) . [? R g _ 1 _
/1 \/idt_/l 4111(\/%)2\/#%—4/1 In(p(t))p (t)dt—4/1\@1n(u)du—4[uln(u) u]l == (\ﬁln(ﬁ) V

In(2)
12. / Vet —1dt
0

Posons Vt € [0,In(2)], u = Vel — 1 <= el — 1 =u? <=t =In(u?® + 1) = p(u).

—t=0<=u=0

~t=In2)<=u=1

— La fonction ¢ est de classe C! sur [0, 1]
2

~ Yu e [0,1], ¢'(u) = %, donc dt =

w2
Alors :

In(2) 1 9 1 2 1 1 1
/ Vet —1dt = / u Yo = 2/ Y= 2/ 1-— du = 2|u—Arctan(u)| = P
0 0 'LL2 + 1 0 u2 + 1 0 1 + U2 0 2

3o [
1 t+tin?(t)

Posons Vt € [1,¢], u = In(t) <=t = " = ¢(u).
—t=1<=u=0

—t=e<=u=1

— La fonction ¢ est de classe C! sur [0, 1]

— VYu € [0,1], ¢'(u) =€, donc dt = e“du

Alors : . . .
€ u 1
/ LQ = / L% = / ——du= [Arctan(u)} _
1 t+tln*(¢) 0o e*+e'u 0 1+u 0o 4

2u

—d
w2 +1 Y
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1
09.13| On pose pour tous p,q € N, I, , = / tP(1 —t)?dt.
0

1. Montrer que pour tout (p,q) € Nx N* on a I,, = L +1,g—1- En déduire une formule explicite pour
p

+1°7
Ip’q'
q k
q\ (=1) plg!
2. Montrer que = .
E kzzo(k)p-i-k-f-l (p+q+1)
1. On a 1
Loy :/ (1 — )7 dt
0
W(t) = tp u(t) = 22 .
Posons et ptl , ce qui nous donne
vty =(1=0)7 | () = —g(1 -t T

tp+1 a1l q q
]ﬁq::[p%_l(l— )}0+‘§qjiﬁﬂdg—1ZzgquQHJH—l

Par une récurrence immédiate, on en déduit alors que

q¢g—1)...2x1

q = +q,0
PE o+ 1) (p+2)...(p+q) 7T
1 1 ! 1
Or, Iyiq0= / gt = [W‘I] =—— donc
’ 0 p+q+1 o Ptqt+l
;o pd
P (p+q+1)!

T Q
N
S
|
—
N—

S
S—
>
~
e}
+
>
o8
~

> (s x

k=0

I
~
S
—~
—_

|
~
~—
£}
QU
~
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T t
09.14| Soit f la fonction définie sur R™ par f(x) = %dt.
1
1. Montrer que f est dérivable et déterminer sa dérivée. En déduire le tableau de variations de f.
2. On pose Vz > 0, g(z) = f(z) — In(x). Etudier les variations de g et en déduire son signe.

3. Déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

1. La fonction f est par définition la primitive de la fonction z +— % sur R™ qui s’annule en 1. On sait donc

que f est dérivable et que
X

e
Yz e R™, f(z) = — >0
x
La fonction f est donc strictement croissante sur |0, +oo].

2. On pose Vz > 0,9(z) = f(z) — In(z). Comme somme de deux fonctions dérivables sur |0, +oo], g est
dérivable sur ]0, 00| et

1 -1
Vo >0, ¢'(z) = fl(z) — = = >0
>0, () = flla) -~ =
On en déduit alors le tableau de variations de g.
x 0 1 400
g'(x) | + +

Puisque f(1) = 0, on en déduit que g(1) = 0, et donc d’apres le tableau de variations, on aVz > 1, g(z) > 0,
et Vo < 1,¢9(x) < 0, autrement dit

Ve > 1, f(x) > In(z), Ve <1, f(z) <ln(z)
3. En passant a la limite dans les inégalités précédentes, on en déduit directement que

lim f(z)= +o0, lim f(z) = —o0

T—+00 z—0+t
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 09 - Révisions d’analyse

1
09.15| Soit G la fonction définie par Vo € R, G(z) = / e~ @ g,
0

Soit f la fonction définie par Vx € R, f(x) = e~ et soit F la primitive de f qui vérifie F'(0) = 0.
1.
2.
3.

. Montrer que G est continue en 0 et que lim G(z) = 0.

. Montrer que pour v > 0, on a |[e”™* — 1| < u.

. Vérifier que G’ est continue sur R.

Etudier les variations de F. On admet que F' est bornée sur R.
Déterminer pour x # 0 une relation entre G(x) et F(z).

Démontrer que G est dérivable sur R* et que sa dérivée est donnée par :

xe " — F(x) .

Vz € R*, G'(z) = .

En déduire les variations de G.

T—>+00

En déduire que G est dérivable en 0 et que G'(0) = 0.

1. La fonction F' est une fonction dérivable puisque c’est une primitive de la fonction f et F/ = f. Comme

Vax € R, f(xz) > 0, la fonction F est strictement croissante sur R.

. On a pour x # 0,

1
G(w):/ e~ (@) gt
0

Posons un changement de variable (bijectif) u = «t :

u = xt <t = %(possible si x # 0)
duzxdt@dt:%du
t=0u=0, t=1u==x

Le changement de variable est bien licite puisque u — %u est de classe C! sur [0,2]. On a donc

G(z) = - /0 C ety = F@)

T x

. La fonction z % est dérivable sur R* et la fonction F est une primitive de f, donc en particulier dérivable

sur R*. Par produit, G est dérivable sur R* et

Ve € R, 0'(2) = g F() + P (@) = T
Pour z #0, on a
t€[0,z] (ou [z,0]) = 0 < t? < 22
— 22 < -12<0
= e < et <1

Donc pour z > 0, par positivité de l'intégrale sur [0,z], on a fom e~ dt < foz e‘tht, autrement dit
ze~™ < F(z). Ainsi, G est décroissante sur R

De meme pour z < 0, on a pour l'intégrale entre [z,0] (dans le mauvais sens) fox e~ dt > fox e_t2dt,
autrement dit ze™** > F(z). Ainsi, G est croissante sur R™*.
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 09 - Révisions d’analyse

4. On a pour z # 0, G(z) = F;x) = F(Q:g(o). Comme F' est dérivable en 0 et F'(0) = f(0) = 1, on a que

G(z) — 1

z—0

De plus, comme F est bornée (par exemple si on note M € R* tel que Vz > 0, |F(z)| < M), on a pour

x>0,
Ga)| = |F(x)] <M

T T x—+00

5. On sait que V¢t € R, e’ > 1+ ¢, donc en particulier, pour tout « > 0, on a

e'"2l—-u=—e*—-1>—u

u

Puisque e™™ — 1 et —u sont négatifs pour tout u > 0, et que ¢ — |t| est décroissante sur R™, on en déduit

donc que
le™ =1 < |—ul=u

D’ou I'inégalité cherchée.

On a
‘G(m) — G(0) ‘ 1

1 . 1
m/ e VT g — /1dt‘
242
\x!/| Pt 1)dt
<Hx2/ t2dt

X

|x]—>0

X

Donc G est bien dérivable en 0 et G'(0) vaut 0.

6. Commengons par remarquer que G’ est continue sur R* (quotient de fonctions dérivables dont le dénomi-
nateur qui ne s’annule pas).
Pour x # 0, on a

— f(0) = G'(0)=0—-0=0=G'(0)

x—0

Donc G/ est bien continue en 0 et ainsi G’ est continue sur R.
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