Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 01 - Révisions d’algebre linéaire

01.1

1. Montrer que E = {(z,y,2) € R3 /22 + y — z = 0} est un R-espace vectoriel et en déterminer une base et
la dimension.

2. Montrer que que E = {P € C,[X] / P(1) = P'(1) = 0} est un C-espace vectoriel et en déterminer une base.

1
3. Montrer que E = {f € C°([0,1]) / / f(t)dt = 0} est un R-espace vectoriel
0

1. Soit E = {(x,y,2) € R3 /2x +y — 2 = 0}.
Montrons que E est un sous-espace vectoriel de R3.

e E C R? par définition.

e (0,0,0) € E puisque 2x0+0—0=0, donc E # ()

e Soient (z,y,2) et (¢',y,2') € E,ie.ona2ac+y—z=22"+y — 2 =0.
Soit A € R. Montrons que A\(x,y, z) + (¢/,y/,2') € E. En effet, A(z,y,2) + (¢/,¢/,2") = Az + 2/, \y +
Y Az +72) et

2(Mz+2)+ (My+y)— (Ae+2)=AQ2z+y—2)+ (22" +y —2)
=A0+0
=0

Ainsi, F est bien stable par combinaison linéaire.
Ainsi, on a bien que F est un sous-espace vectoriel de R?. En particulier, c’est un espace vectoriel.

Soit (x,y,z) € R3. Alors

(r,y,2) EE<=2x+y—2=0
= z=2r+y
— (r,y,2) = (z,y,2z +y)
— (z,9,2) = 2(1,0,2) + y(0,1,1)
— (x,y,2) € Vect((1,0,2),(0,1,1))

Ainsi, E = Vect((1,0,2),(0,1,1)). Comme les deux vecteurs engendrant F sont non colinéaires, ils forment

une famille libre : c’est donc une base de E. On en déduit que dim(E) = 2.

Remarque : le fait d’écrire E sous la forme d’un Vect fournit directement une preuve comme quoi F est

bien un espace vectoriel, puisqu’on I’écrit comme un sous-espace vectoriel engendré par une partie de R3
2. Soit E ={P € C,[X] / P(1) = P'(1) = 0}.

Montrons que E est un sous-espace vectoriel de C,[X].

e E C C,[X] par définition.

e Le polynéme nul 0 est dans E puisqu’il s’annule en 1 et sa dérivée également, donc E # ()

e Soient P et Q € E,ie.ona P(1)=P'(1)=Q(1) =Q'(1) =0.
Soit A € R. Montrons que AP + @ € E. En effet, (AP + Q) (1) = AP(1) + Q(1) = X0+ 0= 0.
De plus, (AP + Q) (1) = AP'(1) + Q'(1) = A0+ 0 = 0.
Ainsi, E est bien stable par combinaison linéaire.

Ainsi, on a bien que E est un sous-espace vectoriel de C,,[X]. En particulier, c’est un espace vectoriel.
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Déterminons une base de E.
Soit P € C,[X]. Alors

PeE<+ P1)=P1)=0
<= 1 est racine au moins double de P
= 3Q € Co2[X] / P(X) = (X —1)°Q(X)

n—2
< Jag,a1,...,a4n 2 €C/ P(X) = (X - 1> a,X*
k=0

= PcVect((X —1)%X(X -1)* X*(X — 1);, L LXTHX 1))

Ainsi,on a B = Vect((X —1)2, X (X —1)2, X2(X —1)2,..., X" 2(X —1)2). Or, les polynomes intervenant
dans la famille génératrice de E sont tous de degrés étagés, donc forment une famille libre dans C,[X].
Ainsi, c’est une base du sous-espace vectoriel E. Remarquons que dim(E) =n — 1.

1
3. Soit £ = {f € C%([0,1]) / / F(#)dt = 0}
0
Montrons que E est un sous-espace vectoriel de C°([0, 1]).
e E CCY0,1)]) par définition.

1
e La fonction nulle est bien dans E puisque / 0dt = 0, donc E # ()

0
e Soient f et g € E, i.e. on a fol ft)dt = fol g(t)dt = 0.
Soit A € R. Montrons que Af + g € E. En effet,

1

1 1 1
/O()\f+g)(t)dt—/0 (/\f(t)+g(t))dt—/\/0 f(t)dt+/0 g(B)dt = A0+ 0 =0

insi, F est bien stable par combinaison linéaire.

Ainsi, on a bien que E est un sous-espace vectoriel de C%([0, 1]). En particulier, c¢’est un espace vectoriel.

2 3 3 2
Soient les applications f : Ro= R et g: Ri= R .
($7y)'_> (x_yaxa'l;—i_y) (LIZ‘,y,Z)P—} ($+y+2’,2$—y+32)

Démontrer que f et g sont des applications linéaires.
Déterminer leur noyau, leur image, leur rang.
Sont-elles injectives, surjectives, bijectives ?
Déterminer leur matrice dans les bases canoniques.

1. Etudions I’application :
I R? —» R3
‘ (xay)'_> (x—y,:v,x—l—y)

Montrons que f est linéaire.
Soient (x,y) € R? et (2,y') € R2. Soit A € R. Alors

FMay)+ @) = f a4+ 2", My +y)
= ()\:c+x/—()\y+y’)7)\1:+a:',)\x+33'+)\y+y')
= ()\(95 — )+ (@ —y), e+ Nz +y) + (@ + y/))
=Az—yz,z+y)+ (@ -y, 2+
= M(z,y) + f(@'.y)

Ainsi, Papplication f est bien linéaire de R? dans R3.
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Déterminons la matrice de f dans les bases canoniques.

On calcule les images de la base canonique par f. On a :
F(1,00=(1-0,1,140) = (1,1,1),  f(0,1)=(0—1,0,0+1) = (=1,0,1)
La matrice de f est donc la matrice dont les colonnes sont les vecteurs précédents :

1 -1
mat(f)=1 1 0
1 1

Déterminons ’image, le noyau, le rang.
On écrit la matrice A et I'identité I et on échelonne la matrice A a I’aide d’opérations sur les colonnes :

|
—

10
11
CacCafCr [ g o

O = =
= Ol O

1 1

0 1

On voit donc directement que Ker(f) = {0} et Im(f) = Vect((1,1,1),(0,1,2)) et donc rg(f) = 2.

f est-elle injective 7 surjective 7 bijective ?

On a Ker(f) = {0}, donc f est bien injective.

On a rg(f) = 2, or dim(R3) = 3, on a donc Im(f) # R3, donc f n’est pas surjective, et donc pas bijective.

2. Etudions 'application :
R3 — R?

g: (r,y,2) =~ (r+y+22x—y+32)

Montrons que g est linéaire.
Soient (7,y,z) € R et (2/,9/,2') € R3. Soit A € R. Alors

g(MNz,y,2) + (@, 4,2)) =g Az + 2/ My + ¢, Az + 7))
=Az+2" + Ay +y + A2+ 2202 +2) — Ay +¢) + 30Nz + 7))
=Mo+y+2)+2' +y +2 M2z —y+32) + 22" — ¢ +37)
=Az+y+z20—y+32)+ (2 +y +7,22 —y +3%)
= Ag(z,y,2) + g(', ', ")

Ainsi, I'application g est bien linéaire de R3 dans R2.
Déterminons la matrice de g dans les bases canoniques.

On calcule les images de la base canonique par g. On a :
9(1,0,0) = (1,2), 9(0,1,0) = (1,-1), 9(0,0,1) = (1,3)

La matrice de g est donc la matrice dont les colonnes sont les vecteurs précédents :
1 1 1
mat(g) = ( 2 -1 3 )
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Déterminons ’image, le noyau, le rang.
On écrit la matrice A et I'identité I et on échelonne la matrice A a I’aide d’opérations sur les colonnes :

1 1 1 Cy  Cy — C 1 0 0 1 0 0
2 -13 O3+ C5—(C4 & C3 «+ 3C5 4+ (s u
1 0 O - 1 -1 -1 - 1 -1 —4
0 1 0 0 1 0 0 1 1
0 0 1 0 O 1 0 O 3

On voit donc directement que Ker(f) = Vect ((—4,1,3)) et Im(f) = Vect((1,2), (0,—3)) et donc rg(f) = 2.
f est-elle injective 7 surjective ? bijective ?

On a Ker(f) # {0}, donc f n’est pas injective et ne sera donc pas bijective.

On a rg(f) = 2, or dim(R?) = 2, on a donc Im(f) = R?, donc f est surjective.

2 21
On considere la matrice A = 2 -3 2 | e M3(R).
-1 2 0

1. Déterminer le rang de A. Qu’en déduire ?

2. Calculer (A — I)(A+ 3I). En déduire A~
3.
4

. Calculer pour n € N, u,+1 en fonction de uy,.

Montrer que pour tout n € N, il existe (uy,,v,) € R? tel que A™ = u, A + v, 1.

En déduire une expression de u, et v, en fonction de n, puis A™.

1. Déterminons le rang de A. Pour cela échelonnons la matrice & ’aide d’opérations élémentaires sur les

lignes ou les colonnes.

g g 1\ 2V CTa 2 0 0 2 0 0

- Csy +— 205 -C ]
A= 2 -3 2 s 9 1 9 |GG 5 4
1 2 0 1011 1 1 3

On voit que la matrice obtenue par opérations élémentaires est de rang 3 puisque échelonnée en zéros. La
matrice est donc inversible, puisqu’ici on travaille en dimension 3.

. On calcule, on a :

1 -2 1 5 -2 1 000
(A-DA+3)=| 2 -4 2 2 0 2 |=[000
-1 2 -1 -1 2 3 000

On a donc (A — I)(A +3I) =0, autrement dit, A2 +34 - A—3[=0,ie A2+24-31=0

A(A+2I)=3I
Ainsi,
A <;A + ;I) =1
Ainsi, on a
Al = %A - %I.

. Montrons la formule par récurrence :

Soit P(n) : "I(un,vy) € R? /| A" = upy A + v, 17
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e Initialisation.

n=0,ona A>=71=0A4+11.

n=1ona Al =A=1A4+0I.

On a donc P(0) et P(1) qui sont vraies.
e Hérédité.

Soit n > 1. Supposons que la propriété soit vraie au rang n. Montrons qu’alors, la propriété est également

vraie au rang n + 1.

AP = A" A (0 A 4 0]) x A = up A2 + vp A = un(—2A + 31) + v A = (—2up + vp) A + Sunl

Si on pose upy1 = —2un + vy €t vy = 3uy, on a bien trouvé deux réels uniq et vy41 tels que

A = 4 1 A + vy g1 1. Adnsi, si P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie également.
e Conclusion.
Par récurrence, la propriété est bien vérifiée pour tout entier n € N.

4. D’apres la question précédente, on a les relations suivantes :

Upt1 = —2Up + Uy
Upt1 = 3Up

Vn € N, {

Ainsi, la suite (uy,) vérifie :
Vn € N*, U1 = —2u, + 3up_1

On reconnait donc une suite récurrente linéaire double. L’équation caractéristique est
2*+2r-3=0
qui admet deux solutions x = 1 et x = —3. Ainsi, il existe deux constantes a et b telles que
VvneN, u, =a+ b3"

Or,onaug=0=a+betu; =1=a+3b,donc b=1/2 et a =—1/2. Ainsi

11,
Vn € N, un——§+§3
On en déduit que pour tout n € N,
3 3
Up, Up—1 9 + 5

101.4] Soit f:R,[X] — R,[X] définie par f(P) =P — P'.

1. Montrer que f est un endomorphisme. Déterminer sa matrice dans la base canonique de R, [X].

2. Montrer que f est un automorphisme et déterminer f—1.

3. Soit Q@ = 2X* —4X3 +3X?% + X — 6. Trouver 'unique polynéme P de R4[X] tel que f(P) = Q.

1. Montrons que f est un endomorphisme, i.e. que f est linéaire et a mémes ensembles de départ et d’arrivée.
e Par définition, f est bien définie sur R,,[X]. De plus, pour tout P € R,[X], on a f(P) = P — P’ qui est

bien un polynome, et deg(f(P)) < max(deg(P),deg(P’)) < deg(P) < n.
Ainsi, f va bien de R,,[X] dans R, [X].
e Soient P et @ deux polynomes de R, [X] et soit A € R. Alors

FOP+Q)=(AP+Q)~ (AP +Q) = AP+ Q- AP —Q =XP - P)+(Q - Q) =A(P)+ f(Q)

donc f est bien linéaire.
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On a donc montré que f était une application linéaire.

Pour déterminer la matrice de f dans la base canonique de R,[X], il nous faut calculer les images de la
base canonique (1, X, X?2,...,X"):

f=1, fX)=X-1, fX)=X%2-2X, f(X=Xx3-3Xx2 ... f(XV)=X"—nx"!

1 -1 (0)
1 -2
1 -3
A =mat(f) = 1
(0) _1

2. Pour montrer que f est automorphisme, il faut montrer que :
— f est un endomorphisme
— f est bijectif
Il ne nous manque donc que la bijectivité de f.
Or, la matrice A de f dans la base canonique est triangulaire et ne comporte aucun zéro sur sa diagonale :
c’est une matrice inversible. On en déduit donc que f est une application bijective directement.

Il nous faut déterminer f—!.
Soit @ € R, [X]. On cherche un polynéome P € R, [X] tel que f(P) = Q.
On a donc

P-P =Q
P — P"=@Q" (on dérive)
P"—P" =@Q" (on re-dérive)
p) — prtl) — o)
Sachant que deg(P) < n, on a P+ — (. En sommant toutes ces équations, on trouve donc que

P=Q+Q+Q"+ --+Q"

Ainsi, on a

VQ ERX], f(@Q=Q+Q +Q"+---+ Q™

3. Soit Q = 2X* —4X3 4+ 3X2%2+ X — 6. On cherche P € Ry[X] tel que f(P) = Q.
On applique notre formule précédente, puisqu’on doit avoir P = f~1(Q).
Ona@=2X*—-4X34+3X?>+X —6.

Ona@ =8X3—-12X%2+6X + 1.
Ona@Q”=24X2—-24X +6.On a Q¥ =48X — 24. On a Q) = 48.
Ainsi,

P=Q+Q +Q"+Q% +QW¥
=(2X* —4X? +3X? + X —6) + (8X% — 12X% + 6X + 1) + (24X? — 24X +6) + (48X — 24) + 48
=2X 4 (—4+8)X3+ (3-12+24) X%+ (1 +6 — 24 +48)X + (—6 + 1 + 6 — 24 + 48)
—[2X" + 4X® + 15X% 4 31X + 25|
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Calculer, si elles existent, les matrices inverses des matrices suivantes. Si ce n’est pas possible, déterminer
le rang des matrices.
cray (21!
A=13 9 4 |, B=
15 3 -1 1 1 2
1 3 2
2 1 -2 1 1 -1 1 1
-1 3 -11 -1 0 1 -1
C= 3 -1 1 3|’ D= 0 -1 2 0
1 2 -3 0 2 -1 0 2
2 7 3
1. Soit A= 3 9 4 |. Dans le cours, on a fait 'exemple avec les opérations sur les lignes, faisons le ici
1 5 3

avec des opérations uniquement sur les colonnes.

2 7 3 1 00
3 9 4 010
1 5 3 001
2 0 0 02%202—701 L -7 -3
58l Cy 205 — 3C 020
1 3 3 3 3 ! 0 0 2
2 0 0 1 -7 =2
3 =3 0 03%303—02 0 2 —2
1 3 6 0 0 6
12 0 0 € 601 — C g —12 —2
18 —6 0 On 900 — O 2 6 -2
0 6 2 S -6 —6 6
12 0 0 —28 —12 -2
0 —6 0 Oy« C1 + 30, 20 6 -2
0 0 6 —24 —6 6
100 C1+ 50 -7/3 2 —1/3
010 Cy + ZCy 5/3 -1 —1/3
001 Cs + +Cs -2 1 1
-7/3 2 -1/3
Ainsi, A~'=[ 5/3 -1 -1/3
-2 1 1
2 3 -1 1
. 0 1 1 1
2. Soit B = 11 1 @
1 3 4 2
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2 3 -1 1 1000
0 1 1 1 010 0
11 1 2 00 10
1 3 4 2 000 1
2 000 C,  2C, — 301 1 -3 1 -1
0 2 2 2 0 2 0 0
O3+ 203+ C4
1515 C o o 0 0 2 0
1 3 9 3 4 4 0 0 0 2

On voit directement que la matrice équivalente contient deux colonnes identiques : la matrice B ne sera
donc pas inversible. Inutile de continuer les calculs sur la matrice I a droite.

On continue les opérations a gauche, pour échelonner au maximum afin de trouver le rang :

2 0 0 O
0 2 0 O O3+ C3— (s
-1 5 —4 0 04 — 04 — CQ
1 3 6 0
On a donc obtenue une matrice échelonnée : on voit directement que le rang de la matrice B est de 3.
2 1 =21
. -1 3 -11
3. Soit C = 3 -1 1 3
1 2 =30
2 1 =21 1 0 00
-1 3 -11 0100
3 -1 1 3 0010
1 2 -3 0 0 001
2 0 0 O Oy 20y — Oy 1 -1 1 -1
-1 7 -2 3 0 2 0 O
C3+ C3+C
-5 4 3 Ch 90, — C 0 0 1 0
1 3 -2 -1 ! o 0 0 0 2
2 0 0 0 1 -1 5 —4
-1 7 0 0 C3 + TC3 + 2Cq 0 2 4 -6
3 -5 18 36 Cy + 7Cy — 3Cy 0 0 7 0
1 3 -8 -—16 0 0 0 14

On voit directement que la matrice équivalente contient deux colonnes proportionnelles : la matrice C ne
sera donc pas inversible. Inutile de continuer les calculs sur la matrice I a droite.

On continue les opérations a gauche, pour échelonner au maximum afin de trouver le rang :

2 0 0 O
-1 7 0 O
3 _5 18 0 C4<—C4—203
1 3 -8 0

On a donc obtenue une matrice échelonnée : on voit directement que le rang de la matrice C est de 3.
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1 -1 1 1
. 1 0 1 -1
4. Soit D = 0 -1 2 0
2 -1 0 2
1 -1 1 1 1 0 0 O
-1 0 1 -1 01 00
0O -1 2 0 0 010
2 =1 0 2 0 0 0 1
1 1 1 -1 -1
0 00 Coy+—Cy+Ch
-1 -1 2 0 01 0 0
03 — 03 —Cl
o -1 2 0 Ch e Co—C 0 0 1 0
2 1 -2 0 AT 00 0 1

On voit directement que la matrice équivalente contient une colonne nulle, et deux colonnes proportion-
nelles : la matrice D ne sera donc pas inversible. Inutile de continuer les calculs sur la matrice I a droite.

On continue les opérations a gauche, pour échelonner au maximum afin de trouver le rang :

1 0 0 0
-1 -1 0 0
0 -10 0 C3 + C5+ 220,
2 1 00

On a donc obtenue une matrice échelonnée : on voit directement que le rang de la matrice D est de 2

Soit F un K-espace vectoriel et soit f € L£(FE) Montrer que :

1.
Ker(f) = Ker(f?) <= Im(f) N Ker(f) = {0}

Im(f) = Im(f?) <= E = Im(f) + Ker(f)

1. Montrons que

Ker(f) = Ker(f?) <= Im(f) N Ker(f) = {0}

Supposons que Ker(f) = Ker(f?).
On veut montrer que Im(f) N Ker(f) = {0} : on montre par double inclusion.

: ok. En effet, 0 est toujours dans Im(f) et dans Ker(f), donc on a toujours {0} C Im(f) N Ker(f).
| C | Soit & € Ker(f) NIm(f).
Puisque z € Ker(f) : on a f(z) = 0. Puisque € Im(f) : il existe y € E tel que z = f(y).
Alors f (f(y)) = 0, soit, f2(y) = 0. Ainsi, y € Ker(f?) = Ker(f). Donc f(y) = 0, autrement dit z = 0.
Ainsi, on a bien montré que Ker(f) NIm(f) C {0}.
Supposons que Im(f) N Ker(f) = {0}.
On veut montrer que Ker(f) = Ker(f?) : onmontre par double inclusion.
: Soit z € Ker(f), on a donc f(z) = 0. Alors (en composant des deux cotés par f), on a f2(z) =
f(0) =0, donc = € Ker(f?). Donc Ker(f) C Ker(f?).
: Soit € Ker(f?), on a donc f2(z) = 0, soit f(f(z)) =
Ainsi, on voit que f(z) € Ker(f) et on a aussi f(x) € Im(f
f(z) =0 et 2 € Ker(f). On a donc montré que Ker(f?) C

). Donc f(z) € Ker(f)NIm(f) = {0}. Ainsi,
Ker(f).
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2. Montrons que

Im(f) = Im(f*) <= E = Im(f) + Ker(f)

Supposons que Im(f) = Im(f?).

On veut montrer que E = Im(f) + Ker(f) : on montre par double inclusion.

: ok. En effet, on a toujours Im(f) + Ker(f) C E

| C | Soit z € E. Cherchons & utiliser I'hypothese sur Im(f) = Im(f?).

La seule chose qu’on connait dans Im(f) est f(z). On sait donc que f(z) € Im(f?). Ainsi,

Jye B/ flz)=fy)

Ainsi, f(z) — f2(y) = 0, donc f (z — f(y)) = 0, autrement dit z — f(y) € Ker(f).
Ainsi, si on écrit © = (x — f(y)) + f(y), on a écrit = € Ker(f) + Im(f).

Supposons que E = Im(f) + Ker(f).
On veut montrer que Im(f) = Im(f?) : onmontre par double inclusion.

: Soit € Im(f?), il existe donc y € E tel que x = f2(y) = f(f(y)), donc € Im(f). Donc

Im(f2) € Im(f).
: Soit x € Im(f), il existe donc y € E tel que = = f(y). Mais on sait que F = Ker(f) 4+ Im(f), donc
on peut écrire y = y; + y2 avec y; € Ker(f) et yo € Im(f) : yo = f(22) avec un 29 € E. Ainsi

w=f(y) =y +y2) = f1) + fy2) = 0+ f(f(22)) = f?(22) € Im(f?)

On a donc montré que Im(f) C Im(f?).

Soit E un K-espace vectoriel et soit f un endomorphisme de E vérifiant f2 —5f + 61d = 0.
Montrer que E = Ker(f — 3Idg) ® Ker(f — 21dg).

On veut montrer que tout élément x de E s’écrit de maniere unique comme somme d’un élément de Ker(f—3Idg)
et d’un élément de Ker(f — 21dg).

Condition nécessaire.
Soit z € E. Supposons qu’on ait déja la décomposition z = y+ z avec y € Ker(f —31dg) et z € Ker(f —2[dEg).
Alors, on aurait

(f =3ldg)(x) = (f = 31dg)(y) + (f = 31dg)(2) = f(z) — 32

Autrement dit, puisque f(z) = 2z, on aurait f(z) — 3z = —=z.

Ainsi, on n’a pas beaucoup de possibilités pour z, il faut nécessairement que ’z =3z — f(x) ‘

Et alors, puisque x = y + 2z, on a pas non plus énormément de possibilités pour y, il faut nécessairement que
y=x—z=z— Bx— f(z))=|f(z) —2x|
On voit directement que si la décomposition existe, elle est UNIQUE.

Condition suffisante.
Soit z € E. On écrit

x=(f(z) = 2z) + Bz — f(x))
Cette égalité est toujours bien vraie. De plus,
(f =31dp)(f(z) = 22) = f*(x) = 2f(x) = 3f(x) + 22 = (f* = 5f + 61dp)(x) = 0

et
(f —21dp)(3z — f(x)) = 3f(x) - f*(z) — 6z +2f(2) = —(f* — 5f + 61dp)(z) =0
Donc on a bien montré qu’on avait z € Ker(f — 2Idg) @ Ker(f — 3Idg).
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 01 - Révisions d’algebre linéaire

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3. Soit f € £(E) non nul vérifiant f2 = 0.

1. Déterminer le rang de f et la dimension de son noyau.

2. Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est

oS O O
o O O
S O =

1. Ici, on a dim(F) = 3. Donc on sait que rg(f) € [0, 3].
On sait que f? = 0, autrement dit f o f = 0. Ainsi, nécessairement Im(f) C Ker(f).
On sait donc que rg(f) < dim(Ker(f)).
Or, d’apres le Théoreme du rang, on sait aussi que rg(f) + dim(Ker(f)) = 3.

Il n’y a donc pas beaucoup de possibilités :

— rg(f) = 0 et dim(Ker(f)) = 3 : impossible puisque f # 0.

- rg(f) =1 et dim(Ker(f)) = 2 : possible

— 1rg(f) = 2 et dim(Ker(f)) =1 : impossible car on doit avoir rg(f) < dim(Ker(f))
— rg(f) = 3 et dim(Ker[f)) = 0 : impossible car on doit avoir rg(f) < dim(Ker(f))
On a donc

ig(f) =1} [dim(Ker(f)) = 2|

2. Condition nécessaire.
Examinons un peu la matrice de f. Si cette base (e1, e2, e3) existe, on doit avoir les relations suivantes :

f(el) = 07 f(€2) = Oa f(eS) =€

Ainsi, on doit prendre e; € Ker(f), on doit prendre ey € Ker(f) et e; € Im(f) avec e; = f(e3)

Condition suffisante.
On a rg(f) =1 : on peut donc écrire Im(f) = Vect(ey) avec e; un vecteur non nul.

Comme Im(f) C Ker(f), on a donc bien |e; € Ker(f) |

Comme e; € Im(f), on peut écrire m pour un certain e3 € E. On a eg # 0 (car sinon on aurait
f(e3) = 0 impossible).

Pour l'instant on a e; € Ker(f) et comme Ker(f) est de dimension 2, on utilise le Théoréme de la Base
Incomplete : on peut compléter par un vecteur es € E de telle sorte que (e1, e2) soit une base de Ker(f),

donc | ez € Ker(f) |

Vérifions que la famille (e, e2, e3) ainsi formée est bien une base de E. Puisqu’on a trois vecteurs et qu’on
est en dimension 3, il suffit de vérifier que c¢’est une famille libre de F.
Soient A1, Ao, A3 € K tels que

Ater + Agex 4+ Aze3 =0

Alors en composant par f, sachant que f(e1) = f(e2) =0 et f(e3) = e1, on obtient 0 + 0 + Aze; = 0.
Puisque e; # 0, on a nécessairement Az = 0.

Ainsi, en revenant a l'identité de départ, on a A\je; + Ageqs = 0.

et comme la famille (e, e2) est libre puisque c’est une base de Ker(f), on a directement que A\ = Ay = 0.
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Khagne B/L Correction Exercices Chapitre 01 - Révisions d’algebre linéaire

SoitAz(a Z)EMQ(R).

c

1. Vérifier que A% — (a + d)A + (ad — be)I = 0. En déduire une CNS pour que A soit inversible, et calculer
A~ dans ce cas.

2. En déduire que tout puissance n-ieme de A peut s’écrire comme une combinaison linéaire de I et A.

.. (a b 5 [ a®>+bc bla+d)
1. SIA—<C d)’onaA_<c(a—|—d) be + d2 . Donc

~( (a®>+bc) — (a+d)a+ (ad — be) bla+d)— (a+d)b (00
A*~(atd)A+(ad—b)I = < cla+d) — (a+d)e (be + &) — (a+ d)d + (ad — be) > = ( 0 0 >
On a donc

A? — (a+d)A = —(ad — be)T
soit

A(A—(a+d)I)=—(ad —bc)I

Donc A est inversible si et seulement si ad — bc # 0 et dans ce cas

-1 B B 1 d —c
A _ad—bc(A <a+d)l)_ad—bc -b a

2. Par récurrence sur n.
Pour n =0,ona A" =1 =0A+ 11.
Pour n=1,ona Al = A=1A4+0A.
Pour n = 2, on a donc A% = (a 4 d)A — (ad — be)I.

Soit n > 2. Supposons que A™ puisse s’écrire oA + BI. Alors
A" = AxA™ = Ax(aA + BI) = aA?+BA = a((a+d)A—(ad—bc)I)+BA = (a(a + d) + §) A—a(ad—bc)T

et on a donc bien A"*! qui est une combinaison linéaire également de A et I.
Par récurrence, pour tout entier n € N, A™ peut s’écrire comme une combinaison linéaire de A et 1.
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