Khagne B/L

Exercices Chapitre 01 - Révisions d’algebre linéaire

1. Montrer que E = {(x,y,2) € R? /22 +y — z = 0} est un
R-espace vectoriel et en déterminer une base et la dimension.

2. Montrer que que E = {P € C,[X] / P(1) = P'(1) = 0} est un
C-espace vectoriel et en déterminer une base.

1
3. Montrer que E = {f € C°([0,1]) / / f(t)dt = 0} est un R-espace
0

vectoriel

Soient les applications f :
' R3 —» R?
g: (x,y,2) =~ (x4+y+2z2zr—y+32)"
Démontrer que f et g sont des applications linéaires.
Déterminer leur noyau, leur image, leur rang.
Sont-elles injectives, surjectives, bijectives 7
Déterminer leur matrice dans les bases canoniques.

RZ &5 R3

t
(x,y)'—> (x_vaax—i_y) ¢

2 =21
On considere la matrice A = 2 -3 2 | e M3(R).
-1 2 0

1. Déterminer le rang de A. Qu’en déduire ?
2. Calculer (A —I)(A+ 3I). En déduire A1

3. Montrer que pour tout n € N, il existe (un,v,) € R? tel que
A" = up, A+ v, 1.

4. Calculer pour n € N, uy41 en fonction de u,,.
En déduire une expression de u,, et v, en fonction de n, puis A™.

Soit f : Ru[X] —

1. Montrer que f est un endomorphisme. Déterminer sa matrice
dans la base canonique de R, [X].

R, [X] définie par f(P)=P — P'.

2. Montrer que f est un automorphisme et déterminer f=!.

3. Soit Q = 2X* —4X3 +3X?%+ X — 6. Trouver I'unique polynéme
P de R4[X] tel que f(P) = Q.
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Calculer, si elles existent, les matrices inverses des matrices

suivantes. Si ce n’est pas possible, déterminer le rang des matrices.

2 1
273 0111
A=[3 9 4|, B=
L5 3 11 1 2
1 3 4 2
2 1 -2 1 1 -1 1 1
-1 3 -1 1 -1 0 1 -1
=13 1 1 3]"P=[ 0 -1 2 o0
1 2 -3 0 2 -1 0 2

Soit E un K-espace vectoriel et soit f € L(E). Montrer que :

1. Ker(f) = Ker(f?) <= Im(f) NKer(f) = {0}
2. Im(f) = Im(f?) <= E = Im(f) + Ker(f)

Soit E un K-espace vectoriel et soit f un endomorphisme de

E vérifiant f2 —5f 4+ 6Id = 0.
Montrer que E = Ker(f — 31dg) ® Ker(f — 21dg).

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension 3. Soit f € L(E)

non nul vérifiant f? = 0.
1. Déterminer le rang de f et la dimension de son noyau.

2. Montrer qu’il existe une base de F dans laquelle la matrice de f
0 0 1

est 0 0 0
0 0O

Soit A = <“ Z)eMg(R).

1. Vérifier que A% — (a + d)A + (ad — be)I = 0. En déduire une CNS
pour que A soit inversible, et calculer A~ dans ce cas.

2. En déduire que tout puissance n-ieme de A peut s’écrire comme une
combinaison linéaire de I et A.
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