
Khâgne B/L Exercices Chapitre 01 - Révisions d’analyse - 01.01 / Séries

01.1 Montrer que la série de terme général un converge et déterminer

sa somme pour :

1. un =
n2 + n+ 1

n!
2. un =

n2 + (−1)n

3n

3. un = 1− (1− qn)p avec p ∈ N∗ et q ∈]0, 1[

01.2 Etudier la nature de la série de terme général un pour :

1. un = ln

(
e2n − 1

e2n + 1

)
2. un =

ln(n)√
n

3. un =
ln(n)

n2

4. un =
(−1)n cos(n)

n
√
n

01.3 Soit (un) une suite de réels.

Montrer que :
∑
n>0

(un+1 − un) converge ⇐⇒ (un) converge.

Appl. : Montrer que la suite définie par vn =

n∑
k=1

1

k
−ln(n) est convergente.

En déduire un équivalent de

n∑
k=1

1

k
.

01.4 Soit x un réel tel que −1 6 x < 1.

1. Montrer que :∀n ∈ N, ∀t ∈ [−1, 1[,
1

1− t
−

n∑
k=0

tk =
tn+1

1− t
.

2. En déduire que : ∀n ∈ N, ∀t ∈ [−1, x],

∣∣∣∣∣ 1

1− t
−

n∑
k=0

tk

∣∣∣∣∣ 6 |t|n+1

1− x
.

3. Montrer que : ∀n ∈ N,

∣∣∣∣∣− ln(1− x)−
n∑
k=0

xk+1

k + 1

∣∣∣∣∣ 6 1

(n+ 2)(1− x)
.

4. En déduire que la série
∑
n>1

xn

n
converge et a pour somme − ln(1−x).

En particulier, calculer la valeur de
+∞∑
n=1

1

n2n
.

01.5 On définit pour tout n > 1 et pour tout x > 0, gn(x) =
xne−x

n!
.

1. Montrer que pour tout n > 1, la fonction gn admet un maximum,
noté Mn, que l’on calculera.

2. On note pour tout n > 1, un =
√
nMn.

On note également pour tout n > 1, an = ln(un+1)− ln(un).
Ecrire un Développement Limité de an à l’ordre 2 lorsque n→ +∞.

3. En déduire la nature de la série
∑
n>1

an.

4. Montrer que la suite (un) converge vers un réel strictement positif.

5. En déduire la nature de la série
∑
n>1

Mn.

01.6 Soit α ∈ R et on pose pour n > 2, un =
1

nα ln(n)
.

1. On suppose que α < 0. Justifier que la série
∑
n>2

un diverge.

2. On suppose que 0 6 α < 1. Montrer que lim
n→+∞

nun = +∞.

En déduire la nature de la série
∑
n>2

un.

3. Soit α > 1. En comparant avec une série de Riemann, montrer que

la série
∑
n>2

un converge.

4. On suppose à présent que α = 1.

(a) Montrer que pour tout entier k > 2, on a :

1

(k + 1) ln(k + 1)
6
∫ k+1

k

1

t ln(t)
dt 6

1

k ln(k)

(b) On note pour n > 2, Sn =

n∑
k=2

1

k ln(k)
.

A l’aide du (a), montrer que Sn ∼
n→+∞

ln(ln(n+ 1)).

(c) En déduire la nature de la série
∑
n>2

un
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