
Khâgne B/L DM11 - pour le 07/01/14

Exercice 1

Les V.A.R. de cet exercice sont toutes définies sur un même espace
de probabilité (Ω,A,P). Soit λ un réel strictement positif donné
et (Xn)n∈N une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. à valeurs

dans {−1, 1}, de même loi définie par : P(X0 = 1) =
1

λ+ 1

1. Calculer, pour tout n de N, E[Xn] et E[X2
n].

2. Calculer l’espérance et la variance de U = X0X3 −X1X2.

3. Pour tout n de N, on pose Yn =
n∏

i=0

Xi.

(a) Calculer E[Yn] en fonction de λ et de n.

(b) En déduire la loi de Yn.

4. Soit T une VAR suivant la loi de Poisson de paramètre 1. On
suppose que, pour tout n de N, les VAR T , X0, X1, . . . , Xn

sont mutuellement indépendantes.

On pose V =

T∏
i=0

Xi, i.e. ∀ω ∈ Ω, V (ω) =

T (ω)∏
i=0

Xi(ω).

(a) Déterminer pour tout n ∈ N, la loi conditionnelle de V
sachant l’événement [T = n].

(b) Calculer S(n) =
∑

k∈V (Ω)

kP[T=n](V = k).

(c) Montrer que E[V ] =
+∞∑
n=0

P(T = n)S(n). En déduire

que :
E[V ] =

1− λ
1 + λ

exp

(
− 2λ

1 + λ

)
5. (a) Déterminer pour tout i la loi de Zi =

1

2
Xi +

1

2
.

(b) En déduire la loi de la variable Sn =

n∑
i=0

Xi, son espé-

rance et sa variance.
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