
Khâgne B/L DM15 - pour le 29/01/13

Exercice

Soit X une variable aléatoire discrète définie sur un espace proba-
bilisé (Ω,A,P).

1. Soit h une fonction réelle strictement positive et croissante
sur R, telle que h(X) admet une espérance.
Montrer que pour tout réel a, on a :

P(X > a) 6
E[h(X)]

h(a)

2. Soit p ∈]0, 1[. On définit (Xn)n>1 une suite de variables aléa-
toires définies sur (Ω,A,P) telle que pour tout n > 1, Xn suit

une loi binomiale B(n, p). Enfin, on pose ∀n > 1, Yn =
1

n
Xn.

En utilisant la loi des grandes nombres, montrer que la suite
(Yn) converge en probabilité vers une variable certaine à dé-
terminer.

3. Soit a tel que p < a < 1.

(a) Montrer que pour tout réel λ > 0,

P(Yn > a) 6
(
E(eλZ1)

)n
e−anλ

où Z1 est une variable suivant une loi de Bernoulli de
paramètre p ∈]0, 1[.

(b) Pour λ > 0, déterminer la valeur de E(eλZ1).

(c) En déduire que :

P(Yn > a) 6 e−nhp(a)

où ∀x ∈]0, 1[, hp(x) = x ln

(
x

p

)
+ (1− x) ln

(
1− x
1− p

)
.

4. Soit a tel que 0 < a < p. Déduire de ce qui précède que :

P(Yn 6 a) 6 e−nhp(a)
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