CHAPITRE 12

Variables aléatoires a densité

12.1 Notion de variable aléatoire a densité

12.1.1 Rappels

Définition 1
Une variable aléatoire réelle (abrégé en VAR) est une application

X:Q—R

ou (2, A,P) est un espace probabilisé.

Remarque :

Lorsque X (£2) est un ensemble discret, on dit que X est une VAR discreéte.

Définition 2
Soit X une VAR définie sur un espace probabilise (€, .A,P), discréte ou non. On appelle fonction de
répartition de X, notée F', la fonction définie par :

R — R

Ex: o y Fe(@) =P(X <2)




2/16 12. VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE

12.1.2 Densité

Définition 3
Soit X une VAR définie sur un espace probabilisé (€2, 4,P) et soit Fx sa fonction de répartition. On dit
que X est une variable aléatoire réelle & densité s’il existe une fonction fx : R — R vérifiant :

(i) fx est & valeurs positives ou nulles,

(ii) fx est continue sur R, sauf éventuellement en un nombre fini de points,

(

+o0 +o0
iii) /_ fx(t)dt est convergente et /_ fx(@)dt =1
(iv) Vo € R, Fyx(z) = / T ()t

La fonction fx s’appelle alors une densité de la variable aléatoire X.

Remarques :

R1 — Une variable X peut avoir plusieurs densités : c¢’est pourquoi on dit toujours UNE densité de X.
Par exemple, si g est une fonction égale & fx sauf en un nombre fini de points, alors g est aussi une
densité de la variable X.

R2 — Une variable X cependant n’admet toujours qu'une seule fonction de répartition : ¢’est LA fonction
de répartition de X

Théoréme 4

Soit f: R — R une fonction vérifiant les propriétés suivantes :
(i) f est a valeurs positives ou nulles,
(ii) [ est continue sur R, sauf éventuellement en un nombre fini de points,

+o00 Fee
(14%) / fx(t)dt est convergente et / fx(@®)dt =1,
alors f est appelée une densité de probabilité.

En effet, il existe alors un espace probabilisé (2, A, P) et une VAR X définie sur (2, A,P), tels que f soit
une densité de la variable X .

Exemple :

et six>=0

f(x)_{o siz<0

Montrons que f est une densité de probabilité.
— On sait que Vo € R, e=* > 0, donc la fonction f est bien & valeurs dans RT.
— Sur | — 00,0[, f =0, donc f est continue sur | — oo, 0].
Sur [0, +00], f est la composée de x — —x et u +— €¥ qui sont continues dans f est continue sur [0, +oo[
Enfin, lim f(z)=1et lim f(x)=0: f non continue en 0.
z—0+ z—0~
Donc f est continue sur R \ {0} (donc sur R sauf en un point : ok!)
+o00
— Vérifions que l'intégrale f(t)dt converge :

—0o0
0
f=0sur ]| —o0,0[, donc / f(t)dt converge et vaut 0.
—00

Sur [0, +o00], la fonction f est continue, il y a un probléme en +oo.

Soit A > 0, alors
A

AAf(t)dt:[)Ae_tdt: [—e_t]o =1—¢4

. A _
donc Agrfoo Jo fz)dx = 1.
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+oo
Ainsi, Vintégrale / f(z)dz converge et vaut 1.
0

+00
En conclusion, on a bien montré que 'intégrale f(t)dt converge et vaut 1.
—0o0
f est donc bien une densité de probabilité.

12.1.3 Fonction de répartition

Théoréme 5
Si F' est la fonction de répartition d’une variable a densité X, et st f est une densité de X, alors :
o [ est continue sur R

o F est de classe Ct, sauf éventuellement en un nombre fini de points
e En tout point x ot F est dérivable, on a F'(x) = f(x)

Remarques :

R1 — Les variables discrétes ne sont pas des variables & densité : leur fonction de répartition est en escalier,
donc pas continue.

R2 — La fonction de répartition est une primitive de la densité.

R3 — Comme f est positive, la fonction de répartition est bien croissante.

Théoréme 6
Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F. Si :
(i) F est continue sur R

(1i) F est de classe C' sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points,
alors X est une variable aléatoire a densité.

De plus, si f est une fonction positive ou nulle telle que F'(x) = f(x) en tout point x ot F est dérivable,
alors f est une densité de X.

Exemple :

Soit X une variable aléatoire dont la fonction de répartition est la fonction F définie sur R par

(0 six<?

F = 8
() il—g six > 2
T

Montrons que X est une variable aléatoire & densité, et déterminons une densité de X.

— Sur | — 00, 2[, F est une fonction constante, donc continue.
) 8 . ) )
Sur |2, +00], la fonction z — — est continue, donc F' est continue sur cet intervalle.
T
De plus, lim F(z)=0et lim F(z)=1-% =0=F(2).
T—2~ z—21
On a donc bien F' continue sur R. S
— Sur | — 00,2[, F est une fonction constante, donc de classe C!. Sur ]2, +oc], la fonction r— est de classe
x
Cl. Ainsi, F est de classe C! au moins sur R\ {2} et

0 siz <2
Vz # 2, F’(x):{ 24 G2
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X est donc bien une variable & densité et une densité de X est par exemple la fonction :

0 sixz <2
f@%‘{ﬁ siz > 2

(11 suffit de rajouter une valeur en x = 2).

De

Théoréme 7
Soit F: R — R. Si F vérifie les propriétés suivantes :

alors il existe un espace probabilisé (2, A, P) et il existe une variable aléatoire X définie sur (2, A,P) dont
F' est la fonction de répartition.

F'(x) = f(x) en tout point x ou F est dérivable, alors f est une densité de X.

(i) F est continue sur R
(ii) F est de classe C' sur R sauf en un nombre fini de points

(15i) F est croissante sur R
(iv) lim F(z)=0

(v) lim F(z) =1

plus, X est alors une variable aléatoire a densité, et si f est une fonction positive ou nulle telle que

Exemple :

Considérons la fonction F' définie par

(0 siz €] — oo, —1]

I six € [-1,0]
_F(x)::{ 2

; ! +2\/5 siz e 0,1]

L1 si x €]1, +00]

F est-elle la fonction de répartition d’une variable aléatoire & densité?

— Sur | — oo, —1[, | = 1,0], ]0,1[ et |1, +o0], F' est constante ou composée de fonctions usuelles continues,

donc continue. De plus
lim F(z)= lim F(x)=0=F(-1)

z——1- z——1t
1
lim F(z)= lim F(z)=-=F(0
g )= g P =g = O
lim F(z)= lim F(z)=1=F(1)
x—1— z—1t

Donc F' est bien continue sur R.
— Sur chacun des intervalles | — oo, —1[, ] — 1,0[, 0, 1] et |1, 4+oo[, F est de classe C! par opérations sur les
fonctions de classe Ct, donc F est C! sur R\ {—1,0,1} et sur cet ensemble :

(0 siz €] —o0,—1]
i 1

: sixe]—1,0]

i m SIZUG] 5 [

L0 si x €]1, +00]

— Aux points ou F est dérivable, on voit que F'(z) > 0 et comme F est continue, F' est bien croissante sur
R.
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~ On a facilement lim F(x)=0
T——00

— De méme, lim F(z)=1
r—>+00

Ainsi, F' est la fonction de répartition d’une variable aléatoire X & densité. Une densité de X est par exemple :

(1 Grcl11

sinon

12.1.4 Propriétés

Proposition 8
Soit X une variable aléatoire admettant une densité f.

1. Pour tout a € R, P(X =a) =0.
2. Pour tout x € R,

3. Pour tous réels a < b,

IP(a<X<b):]P>(a<X<b):]P(a<X<b):IP(a<X<b):/bf(t)dt

Remarques :

R1— On aici pour tout z € R, P(X = x) = 0 contrairement aux variables aléatoires discrétes. Quand on
demande de "donner la loi de X", il ne s’agira donc pas de calculer P(X = x). Il faudra plutot :
— soit donner LA fonction de répartition de X
— soit donner UNE densité de X

R2 — La probabilité P(a < X < b) peut donc étre représentée comme 'aire de la partie du plan située
en dessous de la courbe représentative de la densité f, au-dessus de 'axe des abscisses et entre les
droites d’équations x = a et x = b.

R3 — Cas particulier : si X est une variable a densité et f est une densité de X, si f =0 en dehors d’'un
intervalle [a,b], alors P(X < a)=0et P(X > b) =0.

On dit que X prend ses valeurs dans 'intervalle [a, )], c’est une variable a densité a support
borné.

Définition 9
Des variables aléatoires & densité Xi,..., X, sur un méme espace probabilisé (€2, A, P) sont dites indé-
pendantes si, pour tous réels x1,...,x, :

autrement dit,
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Remarque :

Pour montrer par exemple que deux variables aléatoires & densité X et Y sont indépendantes, il faut montrer

que
VeeRVyeR, P(X<z)N(Y <y)=PX<2)PY <y)

12.2 Fonctions d’une variable aléatoire 4 densité

Lorsqu’on a une variable & densité X, il est utile de savoir déterminer pour des fonctions g simples si la
variable g(X) est encore une variable & densité, et de déterminer alors une densité de g(X).

Les différents résultats de cette partie ne sont que des exemples, rien est a retenir, il faudra savoir les refaire
a chaque fois.

12.2.1 Fonction linéaire

Proposition 10

Soit X une variable aléatoire de densité f et soient a et b deux réels tels que a # 0.
Alors, la variable aléatoire Y = aX + b est encore une variable aléatoire a densité. De plus, une densité de

Y est
1 z—b
g:x— —f
|a| a

Démonstration :

On pose F' la fonction de répartition de X et G celle de Y. Essayons d’exprimer la fonction G en fonction de F.
Par définition, on a
Gz)=PY <z) =PaX+b<x)

vz e R, — P(aX <z —b)

On veut "passer" le a de 'autre coté : il y a donc deux cas.
e Sia >0, alors

VxGR,G(x)zIF’(ng_b>:F(x_b>

a a

e Sia <0, alors

r—0b r—0b
VxeR,G(x):IP’<X> >:1—F< >
a a
Vérifions donc que G satisfait les hypothéses voulues pour étre la fonction de répartition d’une variable a densité :
— Sia > 0ousia<0,lafonction G est toujours continue sur R, car F est continue sur R et la fonction

T —

également.
— Sion ngte T1,...,Ty les points out F' n’est pas dérivable, alors en posant y; = ax; + b, on voit que G est de
classe C! sur R\ {y1,...,yn}-
Ainsi, on sait que Y est bien une variable aléatoire & densité.
Déterminons une densité de la variable Y. Il nous faut donc calculer pour cela G’. En tout point z ou G est

dérivable, on a :
e Sia >0, alors

e Sia <0, alors
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(ou f désigne une densité de X).
Ainsi, en posant par exemple

vz E€R, gz) = — (x_b)

:m a

on a obtenu une densité de la variable Y.

12.2.2 Fonction carrée

Proposition 11
Soit X une variable aléatoire de densité f.

Alors, la variable aléatoire Y = X? est encore une variable aléatoire & densité. De plus, une densité de Y
est

S

stx <0

(f(Va) + f(=Vz)) siz>0

‘ -

(
g:xl—>i
2

B

Démonstration :

On pose F' la fonction de répartition de X et G celle de Y. Essayons d’exprimer la fonction G en fonction de F'.
Par définition, on a

Vzr e R, G(z) =P(Y < z) =P(X? < 2)

e Siz <0, alors G(x) = 0.
e Sixz>0,alors G(z) =P (—/x < X < Vz)=F(z)— F(—/).
Veérifions donc que G satisfait les hypothéses voulues pour étre la fonction de répartition d’une variable & densité :
— G est continue sur | — 00,0 et par opérations sur les fonctions continues, G est continue sur ]0,4o00[. De
plus, xlirg1+ G(z)=F(0)—-F(0)=0= xlirél_ G(z) = G(0), donc G est bien continue sur R.

— Si on note w1, ...,y les points ot F n’est pas dérivable, alors en posant y; = 2, on voit que G est de classe

¢t sur B\ {1, ...y}
Ainsi, on sait que Y est bien une variable aléatoire & densité.

Déterminons une densité de la variable Y. Il nous faut donc calculer pour cela G’. En tout point z ot G est

dérivable, on a :

o

six <O

(
G(x)Zi 2\1F (F(VE) + F(—VE)) siz>0

8

Donc en posant par exemple
0 six <0

(
90 =1 L (@ 4 sv) sz

X

on a obtenu une densité de la variable Y.

12.2.3 Fonction exponentielle

Proposition 12

Soit X une variable aléatoire de densité f.

Alors, la variable aléatoire Y = e est encore une variable aléatoire ¢ densité. De plus, une densité de Y
est

0 st <0

1

;f(ln(m)) st x>0

(
g:xl—>i
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Démonstration :

On pose F' la fonction de répartition de X et G celle de Y. Essayons d’exprimer la fonction G en fonction de F'.
Par définition, on a
Vr € R, G(z) =P(Y < z) =P(e® < x)

e Siz <0, alors G(x) =0.
e Siz >0, alors G(z) =P (X <In(x)) = F(ln(x)).
Vérifions donc que G satisfait les hypothéses voulues pour étre la fonction de répartition d’une variable & densité :
— G est continue sur | — 00, 0[ et par opérations sur les fonctions continues, G est continue sur ]0,4o0o[. De
plus, lim G(z) =0= G(0) = lim G(x), donc G est bien continue sur R.
z—07F z—0~
— Sion note z1,...,xz, les points ot F' n’est pas dérivable, alors en posant y; = e”*, on voit que G est de classe
Cl sur R\ {anla cee 7yn}
Ainsi, on sait que Y est bien une variable aléatoire & densité.
Déterminons une densité de la variable Y. Il nous faut donc calculer pour cela G’. En tout point z ot G est

dérivable, on a :

/ (0 si < 0
= 1
G(z) ixﬂm@» siz >0
Donc en posant par exemple
(0 si <0
= 1
9(x) ixﬂm@» siz>0

on a obtenu une densité de la variable Y.

12.3 Moments d’une variable aléatoire & densité

12.3.1 Espérance

Définition 13
Soit X une variable aléatoire admettant une densité f.

+0o0
Si I'intégrale / tf(t)dt est absolument convergente, alors on dit que X admet une espérance que I'on

note E(X) et on a :
EX) = [ tf)dt

— 00

Remarque :

Si X est une variable aléatoire & densité a support borné, alors elle admet toujours une espérance.

Exemples :

E1 — Soit f la fonction définie sur R par

I P

Montrons que f est une densité d’une variable aléatoire X.

- Vz €10,1], z(1 —x) > 0, donc f est positive.

— f est facilement continue sur R par opérations.

— La fonction f étant nulle en dehors du segment [0,1] et la fonction f étant continue sur [0, 1],
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E2 —

—+00

Pintégrale f(t)dt converge bien et
400 1 1 1
f(t)dt :/ f(t)at :/ (6t — 6t%)dt = [3t2 2t3] =1
—00 0 0 0

Donc f est bien une densité de probabilité.

La variable X admet-elle une espérance?
La densité f est a support borné qui est [0, 1], donc X admet bien une espérance et

1

+00 1 ) 5 , 3 .y 1
E(X)= [ tf(t)dt= / (662 — 6%)dt — [% 3 } 1
—0 0 2 ], 2
Soit f la fonction définie sur R par
1 .
_ ) = sz >1
/(@) { 0 six <1

Montrons que f est une densité d’une variable aléatoire X.

— Vz €[0,1], f(x) > 0, donc f est positive.

— f est facilement continue sur R\ {1} par opérations.

— La fonction f étant nulle sur | — oo, 1] et continue sur [1,4o00[, il s’agit de savoir si I'intégrale

+00
/ f(t)dt converge, ce qui est bien le cas puisque c¢’est une intégrale de Riemann avec o« = 2 > 1.
1 o
Ainsi lintégrale / f(t)dt converge bien et
—0o0

A 1

= [T rwar= wm [CE {1} — (177)_1
—00 _A _A—1>I£oo 1 12 _A—1>r£oo t 1 _Ai)r_{loo A o

Donc f est bien une densité de probabilité.

La variable X admet-elle une espérance?
On n’a pas une densité a support borné donc on doit tout vérifier.
La fonction t — [tf(t)| est nulle sur | — oo, 1], donc Uintégrale [*__ |tf(t)|dt converge bien.

1 oo
Sur [1,+o0], on a [tf(t)] = : et donc l'intégrale / [tf(t)|dt diverge.
1

“+00
L’intégrale / tf(t)dt n’est pas absolument convergente et X n’admet pas d’espérance.
—0oQ

Définition 14
Si X est une VAR telle que E(X) = 0, on dit que X est une variable centrée.

Proposition 15

Soit X une VAR a densité admettant une espérance. Alors, pour tous réels a et b, la variable aX +b admet
également une espérance et

E(aX +b) =aE(X)+ b
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Théoréme 16

Soient X etY deux variables aléatoires réelles a densité admettant une espérance. St X +Y est une variable
aléatoire a densité, alors elle admet une espérance et

E(X+Y)=EX)+E®Y)

Théoréme 17 Théoreme de Transfert
Soit X une variable aléatoire réelle admettant une densité f.
Soit g une fonction continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points.

+oo
Si U'intégrale / g(t)f(t)dt est absolument convergente, alors la variable g(X) admet une espérance et :

+oo

— 00

12.3.2 Moment d’ordre r

Définition 18
Soit r € N*. N
Si I'intégrale / t" f(t)dt est absolument convergente, alors on dit que X admet un moment d’ordre

r, noté m,(X) et on a

m(X) = [ ;°° £ F(0)dt

Remarques :

R1 — L’espérance de X est simplement le moment d’ordre 1 de X

R2 — Si X est une variable a densité & support borné, X admet des moments de tout ordre.

12.3.3 Variance et écart-type

Définition 19

Si la variable aléatoire X admet une espérance et si la variable (X — E(X))? admet une espérance, on
appelle variance de X le réel

V(X) =E ((X - E(X))?)

Théoréme 20 Formule de Koénig-Huygens
Soit X une VAR a densité. Alors

X admet une variance < X admet un moment d’ordre 2

et en cas d’existence, on a

Exemples :
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El —

E2 —

Reprenons 'exemple précédent :

o) = { 6x(l—2z) size]0,1]

0 sinon
On a montré que f était la densité d’une varible X qui admettait une espérance et que E(X) = —.

X étant une variable & support borné, elle admet également un moment d’ordre 2 et donc une
variance. De plus,

3 611 3

2 2 3 4 _74_75 -

E(X?) /Oot /(Gt 6t)dt{2t 5th T
Donc 3 1 .
_ 2_ 2 2
V(X) =E(X7) — (E(X))" = 0" 1= 50

Soit X une variable aléatoire dont une densité est la fonction f définie par
(0 sixz <1
T) = 2
x
X posséde-t-elle une espérance 7 une variance ?

1
La fonction ¢t — |t f ()] est nulle sur | — oo, 1], donc / [tf(t)|dt converge.

2 +o0
Sur [1, +oo], [tf(t)] = - est donc / |tf(t)|dt converge (Riemann avec 2 > 1).
1

Donc / t)dt est absolument convergente, donc X admet bien une espérance qui vaut
o

+oo 9 +oo 1
E(X):A t—th:2A =2

1
La fonction t +— [t2f(t)| est nulle sur | — oo, 1], donc / [t2f(t)|dt converge.
2 +o =
Sur [1,+oo|, [t2f(t)] = n est donc / [t2f(t)|dt diverge (Riemann).
1

+o0
Donc / 2 f (t)dt n’est pas absolument convergente, donc X n’admet pas de moment d’ordre 2

oo
et donc pas de variance.

Proposition 21

Soit X une variable a densité admettant une variance. Alors, pour tous réels a et b, la variable aX + b
admet une variance et

V(aX +b) = a*V(X)

Définition 22

Si X admet une variance, alors V(X) > 0.
On appelle alors écart-type de X le réel
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Définition 23

Si X est une variable a densité telle que o(X) = 1, on dit que X est une variable réduite.

Définition 24

Si X admet une espérance et un écart-type non nul, la variable

. X -E(X)
X = o(X)

est appelée la variable centrée réduite associée a X.

12.4 Lois usuelles

12.4.1 Loi uniforme sur un intervalle

Remarque :

C’est la loi la plus "usuelle". Elle correspond au fait de choisir "au hasard" un réel dans un segment [a, b]

Définition 25

Soient a et b deux réels tels que a < b. On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur |a, 0],
et on note X ~» U([a,b]), si elle admet pour densité la fonction f définie par

f(t):{ = sit€[a,b]

sinon

Proposition 26

Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [a,b]. Alors la fonction de répartition F de X
vérifie :

,{O stx<a
| *—a .
Vo € R, F(x):{ 2 sia<zx<b
—a
L1 six>=0b
Démonstration :

Par définition de la densité, on sait que la fonction de répartition de X est donnée par

Flz) = [ ‘; F(t)dt

e sixz <a,alors f =0 sur | — oo, z|, donc

F(x):/ 0dt = 0
e sia<z<b, alors

T

r—a

o b—a

a x 1 t
(@) /_OOOd +L — o+{b_(z
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e six >b, alors

a i b 1
= t
/fooO +A b—a

:0+[

Théoréme 27

Soit X une variable aléatoire a densité suivant une loi uniforme sur [a,b).
Alors X admet une espérance et une variance égales a :

a+b (b—a)?
xX)=V_"Y

E(X) =

Démonstration :

Comme X est a support borné, elle admet bien des moments d’ordre 1 et 2, donc une espérance et une variance.

On calcule donc :
_/b l g — 1 [ﬁ]b_bz—aQ_a—kb
Jab—a b—al2], 20b-a) 2

b2 1 81" B¥-—ad a+ab+d?
E(X?) = dt = | = —
(%) a b—a b—al3], 30b-a) 3
2 2 2 2 2 2 2
+ab+b° a®+b°+2ab a*+b°—2ab (b—a)
V(X) = BE(X?) — (B(X))? = & _ _ _

12.4.2 Loi exponentielle

Définition 28

Soit A un réel strictement positif. On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de paramétre
A, et on note X ~» E(N), si elle admet pour densité la fonction f définie sur R par :

0 six <0
f(x)—{ Ae™ siz >0

Proposition 29

Soit X une variable suivant une loi exponentielle de parametre X > 0. Alors, sa fonction de répartition F
vérifie :
0 st x <0

vz e R, F('T):{ l—e™ sizx>0

Démonstration :
On a pour tout réel x, F(x / f(t)
e Siz<0,onaf=0sur| ]donc

:/ 0dt = 0
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e Siz>0,0na
0 T T
F(z) = / Odt + / Ae Mdt = [_ e—ﬂ — e

Théoréme 30

St X suit une loi exponentielle de parameétre X > 0, alors X admet une espérance et une variance et

Démonstration :

0
Sur | — 00, 0[, la fonction ¢ — |t f(t)| est nulle donc / |tf(t)|dt est convergente et vaut 0.

Sur [0, +o0[, la fonction ¢ +— [tf(t)| est continue donc il y a un probléme uniquement en +o00. Soit A > 0, alors en
utilisant une intégration par parties,

A A A A BV .
/ [tf(t)|dt = / e Mdt = {— te‘”} +/ e Mt = —AeM S 4 =
0 0 o Jo A A

+oo

1
Or, la limite lorsque A — 400 de l'expression précédente est . Ainsi, l'intégrale tf(t)dt est absolument
convergente. -

La variable X admet donc une espérance et E(X) = 1.

On admet le calcul de la variance qui se fait de méme (par intégration par parties)

12.4.3 Loi normale centrée réduite

Définition 31
On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi normale centrée réduite, et on note X ~» N (0,1), si elle
admet pour densité la fonction f définie sur R par :

Remarques :

R1 — On admettra que

400
/ e 24y = \or

de maniére & ce que la fonction f précédente est bien une densité de probabilité.

R2 — On ne connait pas de primitive de la fonction f, on ne connait donc pas d’expression de la fonction de
répartition d’une variable X suivant une loi N'(0,1). On la notera ® mais nous connaitrons quelques
unes de ses propriétés.

Proposition 32
Soit ® la fonction de répartition d’une variable aléatoire X o densité, suivant une loi normale N(0,1).
Alors @ vérifie

VeeR, &(—z)=1-—(x)
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Démonstration :

La densité f définie par

1 z?
Ve e R, f(x)= mexp <—2>

est paire. Ainsi :

O(—)= [ f()dt

— lim [ f(t)dt
A——oc0 JA

A——o0

= lim /ﬂ4 f(=u)(—=du) (ch.var. u = —t)
—A

= lim f(u)du

A——oco Jr

+oo
= L flu)du
=1-P(x)

Théoréme 33

Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite N'(0,1). Alors X admet une espérance
et une variance qui valent :

12.4.4 Loi normale

Définition 34

Soit m un réel et soit o un réel strictement positif. On dit que X suit la loi normale de paramétres
(m,0?), et on note X ~» N(m,o?) si elle admet pour densité la fonction f définie sur R par :

) = < (20

Proposition 35

. . . . . m . . . . . ..
Soit X une variable aléatoire et soit X* = sa variable aléatoire centrée réduite associée. Alors

o

X ~ N(m,0?) = X*~ N(0,1)

Remarque :

Toutes les lois normales sont donc liées a la loi normale centrée réduite. Cette propriété sera importante dans
les prochains chapitres.

Démonstration :

On utilise le résultat de la proposition 10, qui nous dit que si X est une variable de densité f, alors aX + b est
x —

une variable de densité x — — (

lal” \ a
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= Supposons que X suive une loi A'(m,o?). Alors la densité de Y = X=

Um est
o) = o () (1)

et donc Y suit bien une loi N(0,1).

< Supposons que Y suive une loi N'(0,1), alors X = oY + m et on a donc une densité de X :

et donc X suit une loi N'(m,o0?).

Théoréme 36

Si X est une variable aléatoire a densité suivant la loi N'(m,0?), alors X admet une espérance et une
variance et

Démonstration :

On sait que Y = X=m

X en

— suit une loi N(0,1), donc X = oY +m. Or puisque Y admet une espérance et une variance,
admet également (fonction linéaire de Y') et

E(X)=E(cY +m)=cE(Y)+m=0+m=m

V(X)=V(oY +m) =c’V(Y) = o?



