CHAPITRE 10

Intégrales impropres

10.1 Intégrales impropres

Définition 1
b
On appelle intégrale impropre toute intégrale du type / f(t)dt lorsque a,b € {£oo} et si f est

a

continue sur |a, b[ mais peut-étre pas en a et/ou b.

Remarque :

b
‘ Lorsque f est continue sur [a,b], il n’y a aucun probléme, l'intégrale / f(t)dt existe.
a

10.1.1 Intégration sur un intervalle [a,b] ou |a, b]

Définition 2

Soient a < b deux réels. Soit f une fonction continue par morceaux sur Uintervalle [a, b].
Si la fonction z — /x f(t)dt (ie. la primitive de f qui s’annule en a) admet une limite finie lorsque z tend
vers b—, on dit que :a

— Dintégrale de f sur [a,b] converge,

— Dl’intégrale bf(t)dt est convergente,

— f est intégrable sur [a, b],
et on pose

/ " p(t)dt = tim [ f(t)de

Remarque :

b b
De la méme maniére, lorsque f est continue par morceauxsur |a, b], / f(t)dt = ligl / f(t)dt lorsque cette
a T—=a Jp

limite existe
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Exemples :

1
E1 — Quelle est la nature de l’intégrale / In(t)dt?
0

La fonction ¢ — In(t) est continue sur ]0, 1], donc on a un probléme en 0.
On pose z €]0,1]. On a

Al In(t)dt = [tln(t) - t} 1 =—1—zln(z)+=x

Donc .

lim [ In(t)dt = ili% (-1—zln(z)+2z)=-1

z—=0 Jo

1
Donc l'intégrale / In(t)dt est convergente et
0

1
/ In(t)dt = —1
0

E2 —
11
E3 — Quelle est la nature de l’intégrale / ;dt ?
0

La fonction ¢ — % est continue sur ]0, 1], donc on a un probléme en 0.
On pose z €]0,1]. On a

1 %dt = [ln(t)]glc = —In(z)

T

Donc .

1

lim [ —dt=lim (—In(z)) = +o0
z—0 Jo z—0

1

1 .
Donc l'intégrale / ;dt ne converge pas, on dit qu’elle est divergente.
0

Proposition 3
Soit f une fonction continue sur |a,b| telle que f soit prolongeable par continuité en b (i.e. f admet

b
une limite finie en b~ ). Alors l’intégmle/ f(t)dt converge.

Exemple :

ln(1+¢
Quelle est la nature de l’intégrale / Mdt?

0

In(1+1¢)

La fonction f: ¢t — est continue sur ]0, 1], donc on a un probléme a priori en 0.

Or, on sait que
In(1+¢
lig 2L+ 1)
t—0 t

=1

donc on peut prolonger la fonction f par continuité en posant f(0) = 1.
Ainsi, il n’y a en fait pas de probléme car on a I'intégrale d’une fonction continue sur un segment. Ainsi, I'intégrale

Uln(1 +t)
L

dt est convergente.
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10.1.2 Intégration sur un intervalle [a, +oo] ou | — 00, a]

Définition 4

Soit a € R. Soit f une fonction continue par morceaux sur Uintervalle [a, +00].
Si la fonction = — /m f(t)dt (ie. la primitive de f qui s’annule en a) admet une limite finie lorsque z tend
vers 400, on dit quea:

— l’intégrale de f sur [a,+o0o[ converge,

— Dl’intégrale o f(t)dt est convergente,

— [ est intégrable sur [a, +o0],
et on pose

/ " rwdt = tim [ f)dt

r—+00 Jq

Remarque :

On définit de la méme facon 'intégrale
/ F(t)dt
lorsqu’elle existe.

Exemples :

+oo
E1l - Quelle est la nature de l’'intégrale / e tdt?
0

La fonction f : ¢+ e~! est continue sur [0, 4+00[, donc on a un probléme a priori seulement en +oco.
On pose z € [0,+00[. On a

T

/e_tdt—{—e_t} =1—e"
0 0

x
lim eldt= lim (1—e ™) =1
z—+00 Jo r—r—+00

Donc

+oo
Donc l'intégrale / e dt est convergente et
0

+oo
/ e tdt =
0

+o0o 1
E2 — Quelle est la nature de ’intégrale / ;dt?
1

1
La fonction f : ¢ — n est continue sur [1,+oo[, donc on a un probléme a priori seulement en +oc.

On pose z € [1,+0o0[. On a

T

[E %dt . [ln(t)]l ~ In(z)

z 1
lim —dt = lim In(z) =400

z—+o00 J1 T T——+00

Donc

+o0 1
Donc l'intégrale / {dt est divergente.
1
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10.1.3 Intégration sur un intervalle quelconque

Définition 5
Soient a,b € RU {£o0} et soit f une fonction continue par morceaux sur ]a, b.

c b
On pose ¢ €]a, b|. Si les intégrales / f(t)dt et / f(t)dt sont convergentes, alors on dit que :

b
- l’intégrale/ f(t)dt est convergente

— f est intégrable sur |a, b]
et on pose

/abf(t)dt = [ f(eyae + [’f(t)dt

Remarques :

R1 — Aucune propriété n’est a connaitre sur les intégrales impropres. Pour faire des calculs, on se raméne
TOUJOURS a une intégrale sur un segment

R2 — En particulier, on ne fait pas de changement de variable ou d’intégration par parties sur une intégrale
impropre.

10.2 Critéres de convergence

10.2.1 Intégrales de Riemann

Théoréme 6 Intégrales de Riemann

11 converge pour a < 1
/ —at
0 1o diverge pour o > 1

/+O° 1 &t { converge pour o > 1
1

to diverge pour a < 1
Démonstration :
11

e Pour a =1, on a déja vu que / ;dt ne converge pas.

0
e Pour a # 1. La fonction ¢ +— o est continue sur ]0, 1]. On considére x €]0, 1[. Alors

/1 L [ 1 r B 1 1
et (a—1te 1] (a—1zo ! a-—1
Donc cette quantité admet une limite finie lorsque x — 0 si et seulement si o — 1 < 0, c’est-a-dire si a < 1.

+oo 1
e Pour a =1, on a déja vu que / Edt ne converge pas.

1
[ ]

Pour a # 1. La fonction ¢ — o est continue sur ]0,1]. On considére x > 1. Alors

x1dt_[_ 1 r_ 1
Ato‘ N (=11, a—-1 (a—1)zo!

Donc cette quantité admet une limite finie lorsque  — +oo si et seulement si o« — 1 > 0, c’est-a-dire si
a>1.
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10.2.2 Théorémes pour les fonctions positives

Théoréme 7 Théoréme de comparaison

Soient a < b, a €R et b € RU{+00}.
Soient f et g deux fonctions continues et positives sur [a,b[ telles que

vt € fa,b], 0<f(t)<g(t)

b b
o Si/ g(t)dt converge, alors/ f(t)dt converge.

a
b

b
o Si/ f(t)dt diverge, alors/ g(t)dt diverge.

Exemple :

+o0 1
Quelle est la nature de l’'intégrale [) mdt?

La fonction f :t — est continue sur [0, +oo[, donc on a un probléme a priori seulement en +oo.

24+t+1
Pour tout ¢ € [0, +00[, on a
1 1

0 —— < =
T2 +t+1 12
+oo 1
Or, lintégrale / t—th est une intégrale de Riemann qui converge, donc d’aprés les critéres de convergence
1 oo
sur les intégrales de fonctions positives, l'intégrale / ——dt converge.
8 1 POSILIY S R N vers
Par ailleurs, 'intégrale / _—
o 24+t+1
oo

+
En conclusion, I'intégrale / ————dt est une intégrale convergente.
o tP4+t+1

dt est convergente puisque la fonction ¢ — est continue sur [0, 1].

t2+t+1

Théoréme 8 Théoréeme de négligeabilité

Soient a < b, a € R et b € RU{+00}.
Soient f et g deuzx fonctions continues et positives sur [a,b[ telles que

b b
° Si/ g(t)dt converge, alors/ ft)dt converge.

a
b

b
° Si/ f(t)dt diverge, alors/ g(t)dt diverge.

a

Théoréme 9 Théoréme d’équivalence

Soient a < b, a € R et b € RU {+o0}.
Soient f et g deux fonctions continues et positives sur [a,b[ telles que

ft) ~ g(t)

t—b—

b b
Alors les intégrales / f(t)dt et/ g(t)dt sont de méme nature.
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Exemple :

‘oo 2Bt 47
Quelle est la nature de l’intégrale A SN j—t n 2)dt ?

2 —5t+7
(t+1)(4t2 —t +2)
ne s’annule pas sur [0, 4+00[), donc on a un probléme a priori seulement en +oo.
Au voisinage de +o0, on a :

La fonction f : t —

est continue sur [0, +-00[ (c’est une fraction rationnelle et le dénominateur

2 —5t47 2 1

(t+ 1) (42—t +2) toroo 43 4t
+oo ]

Or, l'intégrale / —dt est une intégrale de Riemann qui diverge, donc d’aprés les critéres d’équivalence sur
1

2 —5t+7
t+1)(4t2 —t +2)

+0o0
les intégrales de fonctions positives, l'intégrale / ( dt diverge.
1

‘oo 2 5t 47
(t+ 1)(42 —t +2)

En conclusion, I'intégrale / dt est une intégrale divergente.
0

10.2.3 Intégrales absolument convergentes

Définition 10
b
Soient a,b € R U {£o0}. Soit f une fonction continue sur ]a,b[. On dit que l'intégrale / f(t)dt est

a

b
absolument convergente si l'intégrale / |f(t)] dt est convergente.
a

Théoréme 11

b
St Uintégrale / f(t)dt est absolument convergente, alors lintégrale est convergente.

Remarque :

b b
f(t)dt qui converge et / |f(t)|dt qui diverge.

a

‘ La réciproque est fausse! On peut avoir /



